Equations différentielles
et Cinétique chimique

En Cinétique, I'étude des vitesses lors des réactions conduit a des équations différentielles dont la plupart
correspondent au programme de Mathématiques des classes de S.T.S chimistes. Les sujets traités en
Chimie générale permettent ainsi d'illustrer le cours de Mathématiques et de montrer l'utilité d'une bonne
maitrise des outils mathématiques.

Cependant, les mémes exercices sont souvent résolus de manicre différente dans les deux disciplines. S'il
est naturel que chaque professeur mette en évidence ce qui est utile a sa maticre, il est préférable que les
techniques de résolution ne soient pas trop différentes et qu'elles utilisent des outils correspondant aux
programmes de Mathématiques actuellement enseignés dans le secondaire.

Apres avoir rappelé le cadre théorique, ce document donne des exemples d'équations différentielles
rencontrées en Cinétique, principalement a l'attention des étudiants et des nouveaux collégues de
Mathématiques. Les collégues de Chimie qui connaissent parfaitement le sujet, trouveront peut-&tre utile
de voir comment on peut rédiger les calculs en tenant compte de 1'évolution des programmes de
Mathématiques. En particulier pour les "équations a variables séparables".

I. Les outils mathématiques.

1) Les équations différentielles linéaires a coefficients constants, du premier ou du second ordre.

11 s'agit des équations différentielles d'inconnue y, de la variable t, dérivables une ou 2 fois au moins, sur
un intervalle I de R :

ay'®+by®) =0 (E) et ay"®+by'®)+cy®=¢® (E).

Ou a, b et ¢ sont des constantes réelles et ¢ une fonction continue sur I.

On appelle équations sans second membre ("ESSM"), les équations homogenes associées :

ay'®+by®)=0 (Hy) et ay"®+by'®+cy®=0 (Hy).
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Le théoréme fondamental :

La solution générale d'une équation différentielle linéaire est la somme de la solution générale de son
équation sans second membre et d'une solution particuliére de cette équation : Y = Yessw + Yp.
1) a) Résolution de I'équation homogene ay'(t) + by(t) =0 (H,).

On remarque que si a = 0, les solutions de (H,) sont les fonctions constantes sur IR.

On démontre que si a # 0, les solutions de a y'(t) + b y(t) = 0 (H;) sont les fonctions définies sur R par
b
—t
y(t)=C e # ; ou C est une constante réelle dépendant d'une condition "initiale" y (ty) = yo.

Ce résultat est démontré une bonne fois pour toutes.

La méthode répandue qui utilise la fonction logarithme népérien, In, est a éviter car elle impose une
discussion sur le signe de y.

Le adjectif "initiale" est employé pour dire que la condition est préalablement fixée. Ainsi to n'est pas
nécessairement nul.

1) b) Résolution de I'équation homogéne ay"(t) +by'(t) +cy(t)=0 (H,).

On suppose que a et b sont différents de 0.

On démontre que la résolution de 1'équation caractéristique ar>+b r+ ¢ =0 (1), suffit a déterminer les
solutions de (H;). On discute suivant le signe de son discriminant est A = b? — 4ac.

. . .. -b- -b+
*Si A >0, (1) a 2 racines réelles distinctes r; = %@ etr, = b2a A :
La solution générale de (H,) est définie sur IR par : y(t)= Ae™ +Be™ .

*SiA=0, (1) a1 racine réelle r = f% :

-b
—t
La solution générale de (H,) est définie sur R par: y(t) = (A +Bt)e? .

-b-i/—A bHvV=A
2a

2a =a—ifetn=

*Si A <0, (1) a2 racines complexes conjuguées 1, = oa+if:

La solution générale de (H,) est définie sur IR par : y(t) = e *(Acos(Bt) + Bsin(Bt)).

Dans chaque cas, A et B sont 2 constantes réelles dépendant de 2 conditions initiales.

Comme pour le premier ordre, il n'y a pas lieu de justifier ces résultats.
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1) ¢) Solution particuliére d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants.

On recherche une solution particulicre y, de a y'(t) + b y(t) = @(t) (Ei) oudeay"(t) +by'(t) +cy(t) = o(t)
(E»), de la méme forme que la fonction .

Ce sera en général, une fonction polyndéme, un sinus, un cosinus ou le produit de I'une de ces fonctions par
une fonction exponentielle.

Partant de la forme générale de y,, on pourra la déterminer précisément en exprimant que y, est une
solution de (E;) ou de (E;) sur R ou sur l'intervalle 1.

2) Les équations "a variables séparables".

Ce type d'équations différentielles ne figure pas au programme de Mathématiques du BTS Chimiste, en
tant que tel.

11 est cependant possible de résoudre celles qui proviennent de la Cinétique, en détaillant le probléme et en
se limitant a des calculs de primitives.

11 s'agit des équations pouvant se mettre sous la forme g(y) %% =f(t) (1)

ou l'inconnue y est une fonction dérivable sur un intervalle I de IR, de variable t. f est une fonction
continue sur I et g est une fonction continue sur y(I).

Contrairement aux équations linéaires, il n'y a pas de méthode générale pour résoudre ou "intégrer"
I'équation (1).

C'est ici que I'on va rencontrer les plus grandes difficultés si on s'écarte des concepts étudiés et qu'on
utilise un formalisme ou des savoir-faire qui ne sont plus d'actualité.

2 a) Résolution de g(y) %% =1f(t) (1). Recherche de la solution y vérifiant la condition y(tp) = yj.

On cherche donc la solution de (1), définie sur un intervalle I qui vérifie y(ty) = yo (to € I).
: dy . "ey =
On a, pour tout t de I : g(y(t)) at (t) = f(t), soit : g(y().y'(t) = f(t) .

Si G est une primitive de g sur y(I) et F une primitive de fsur I, on a : G'(y(1)).y'(t) =F'(t) (2).

On reconnait dans le membre de gauche de 'égalité (2), I'expression de la dérivée de la fonction composée
"GOy" (G "rond" y) qui est définie sur I, par (G Oy )(t) = G(y(t)).

Pour résoudre (1), il suffit "d'intégrer" (2), "membre a membre", par rapport a la variable t. Ce qui revient
a rechercher I'ensemble des primitives des fonctions correspondant a chacun des 2 membres ; on obtient :

Gy(t) =F(t) +C (3)
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ou C est une constante d'intégration que 'on détermine a 1'aide de la condition initiale.
En effet : G(y(ty)) = F(to) + C donc C = G(y,) — F(to).
On reporte ensuite la valeur de C dans (3).

Pour obtenir explicitement l'expression de y en fonction de t, il faut ensuite extraire y de I'équation (3). Ce
qui est simple si on sait déterminer la fonction réciproque de G. C'est le cas lorsque G est la fonction
inverse ou la fonction In.

2 b) Ce qu'il faut éviter d'écrire pour résoudre g(y) gd% =f(t) ().

i, (1) équivaut a g(y) dy = f(t) dt donc j o(y) dy = j f(t) dt.

dy
dt
ils ignorent le plus souvent la signification de dy et de dt.
D'autre part, le symbole "somme" de l'intégrale qui est utilisé ici sans bornes, n'est plus introduit dans
le secondaire.

Si nos étudiants connaissent en général la notation == pour désigner la dérivée de y par rapport a t,

ii.  Pour essayer d'accélérer la résolution, il est commode de déterminer d'un seul coup la primitive
qui vérifie la condition initiale y(to) =y, de la maniére suivante.

Partant de G'(y(t)).y'(t) = F'(t) (2) et en intégrant chaque c6té de 1'égalité sur [t ; t], on est tenté
d'écrire :

j " G y(t).y'(tydt = j Pyt
t, t,

Le probléme posé par cette écriture vient du fait que la variable d'intégration est désignée par la méme
lettre que celle qui intervient dans la borne supérieure de l'intégrale. Ce qui est interdit en
mathématiques a cause des intégrales fonctions de la borne supérieure.

On peut le résoudre en notant d'une autre manicre la variable d'intégration, qui est dite "muette”, ou en
mettant un indice a la borne supérieure. On a alors :

[ Gowiywdn=[ Fod o [PGoo)ynd=] " Fod
t, ’ t, t, ' t,

Sous cette forme le calcul est convenable du point de vue des mathématiques. Mais le respect
nécessaire des conventions alourdit la rédaction.

M. Cherki — ENCPB / RNChimie 4/18




ili.  L'abus d'écriture qui permet d'aller encore plus vite, consiste a cumuler les 2 techniques
précédentes.

La solution de g(y) %% =1f(t) (1) vérifiant la condition y(to) =y, est telle que :

2 ey = rwa

Cette méthode est plus rapide mais elle nécessite davantage de recul sur le cours d'intégration pour
comprendre le sens des différentes écritures. 11 faut aussi tenir compte du fait que le calcul des
primitives représente déja une difficulté pour une bonne partie de nos étudiants.

Il ne me semble donc pas souhaitable d'exposer cette méthode, au moins dans un premier temps.

II. Quelques éléments du cours de Cinétique chimique.

1) Equation-bilan d'une réaction.

Dans un systéme siége d'une réaction unique, I'équation-bilan étant : Y v;B; = 0.
i
v; est le coefficient ou nombre steechiométrique algébrique du i°™ corps B;.

Si B; est un réactif, v; est négatif ; si B; est un produit de la réaction, v; est positif.

Exemple :
Si on considére la réaction chimique qui se traduit par N, + 3H, = 2NHj3;, en écrivant cette équation-

bilan sous la forme 2NH; — N, — 3H, = 0, on obtient les nombres stoechiométriques suivants :
+2 pour I'ammoniac, -1 pour le diazote et -3 pour le dihydrogéne.

2) Définition de la vitesse volumique d'une réaction pour un systéme fermé de composition uniforme.

Lorsque le volume d'un systéme est constant et si le mélange réactionnel est homogéne, on montre que
la vitesse volumique de formation d'un produit est égale a la dérivée temporelle de sa concentration :

d[B;
Vi = J(Tl .
La vitesse volumique de disparition d'un réactif est : vgp; = —di(%l .

. . P 1 d[B; , S
La vitesse volumique de la réaction est alors : v = _Jd_tll ; V; étant le nombre steechiométrique de

B;.
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3)_Ordre d'une réaction.

Définition :

Une réaction chimique maintenue a température constante admet un ordre si sa vitesse volumique
s'exprime a I'aide d'une fonction mondme des concentrations des réactifs.

Considérons par exemple, une réaction chimique d'équation : aA + B +yC =v,P; + v,P, +.........
Si la vitesse volumique est : v =k [A]’ [B]?[C]":

- la réaction a pour ordres partiels, respectivement par rapport aux réactifs A, B et C, les nombres
rationnels p,  q etr. IIs sont indépendants des nombres steechiométriques.

- la somme p + q + r est I'ordre global de la réaction.

- la grandeur k est appelée constante de vitesse de la réaction. Elle est indépendante des
concentrations et de la durée de la réaction. La loi semi-empirique d'Arrhenius montre que k ne
dépend que de la nature des réactifs pris a température constante.

D'aprés ce qui a été dit précédemment, on en déduit que :

__1d[A]_ 1d[B]

_ _ 1d[C] _ 1d[P,]_ 1d[P]
a dt B dt Y dt Vi dt %) dt

= ...=k[AP [B]*[CT.

On peut alors déterminer la concentration a tout instant t d'un réactif ou d'un produit en résolvant 1'une
des équations différentielles précédentes et en tenant compte de la concentration initiale de ce corps.

4) Avancement volumique d'une réaction.

Soit la réaction d'équation-bilan D v;B; = 0. n; étant la quantité de matiére du corps B; et An; étant la
i

variation de cette quantité entre les instants t et t + At, on démontre que le rapport % ne dépend pas

1
de Bi .
On l'appelle variation d'avancement de la réaction entre t et At et on le note AE .

€ (t) est alors I'avancement de la réaction a l'instant t. En général, on prend & (0) = 0.
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Dans le cas d'un systéme fermé, on a :

Ani=n; () —1; (0)=v;AE=v; &, dou n; (t)=v; § +n;(0)

. Vi
Le volume Vde la réaction étant constant, on a : [B;]; = %Q = % (vi & +n;(0)= T& + [Bio.

s : : o 1dB]_148 _1: ¢
On en déduit une autre expression de la vitesse volumique : v VotV dt V& v’

en notant &= a la dérivée temporelle de l'avancement.

Le quotient % est appelé avancement volumique de la réaction ; il est noté &y, .

On peut donc exprimer la concentration de tout corps B; sous la forme : [Bi]¢= [Bi]o + vi &y

La vitesse volumique est alors v = " J—l gv
i

II1. Exemples de réactions d'ordre simple.

On consideére une réaction chimique faisant intervenir 2 réactifs A et B et se déroulant dans les
conditions précisées dans le paragraphe précédent, d'équation-bilan oA + B =v,P; + v,P, +......

Les concentrations des réactifs et des produits sont les suivantes :

[A] [B] [Pi]
a l'instant initial t = 0 a b 0
& instant >0 a—a &y(® | b-BE® | viEy®

Si la réaction admet un ordre et si I'on arrive a déterminer la concentration d'un réactif ou
l'avancement volumique &, , on peut calculer toutes les concentrations.
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1) Réaction d'ordre 1 par rapporta A : v=-— é did%1 =k [A]1

En posant y(t) = [A]; pour la concentration du réactif A a l'instant t et y(0) =[A], = a pour sa
concentration initiale, la fonction y est la solution de I'équation différentielle (E) : — é y'(t) =k y(t) qui

vérifie la condition initiale x(0) = a.
(E) s'écrit : y'(t) + aky(t) =0

C'est une équation linéaire homogene du premier ordre qui a pour solution générale y définie sur
[0;+ oo pary(t)=C e

La solution de (E) qui vérifie x(0) = 0 est telle que C ¢’ = a, soit C = a.

La concentration de A est donc déterminée par : y(t) =a ¢ .

2) Réaction d'ordre 2 par rapporta A : v=— é did%1 =k[A].

La fonction y qui détermine la concentration de A est solution de I'équation non linéaire (E) :
- & = ok.
YA ()

y étant une fonction définie sur [0 ; + oo] qui ne s'annule pas sur ]0 ; + oo[.

On "intégre" (E) par le calcul des primitives de chaque membre : L okt+A ; A étantune

y(®)
constante réelle.
Sachant que y(0) =a,on a: L A donc A = 1
' y(0) a’
La solution cherchée est donc définie sur [0 ; + oof par : y(t) =
okt + ;

3) Réaction d'ordre p par rapport a A (p entier, p=2) : v = —éd{d%l =k [A].

'
La fonction y qui détermine la concentration de A est solution de 1'équation non linéaire (E) : — ) =

ok.
y étant une fonction définie sur [0 ; + oo] qui ne s'annule pas sur ]0 ; + oo[.

(E) s'écrit aussi : y'(t) y " () =—ak
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En intégrant (E), on obtient successivement :

_p+1y_p” (ty=— okt + A

; A étant une constante que 1'on déterminera a 'aide la condition initiale y(0) = a.

1
W =({p-D(akt—2)

1

Y= o ek

1

PYp—T)(akt—2)

La solution cherchée est donc définie sur [0 ; + oof par : y(t) =

LAAL_ 1dBl_ 0 sy

4) Réaction d'ordre 1 par rapporta AetaB:v=- o dt B dt

A T'aide de l'avancement volumique, on peut écrire : v(t) =k (a—a &y (1)) (b—P &y (1)

On distingue alors 2 cas, suivant que les concentrations initiales des réactifs sont proportionnelles aux
nombres steechiométriques ou pas. Dans le premier cas, on dit que le mélange initial est
steechiométrique.

4.a) Cas d'un mélange initial steechiométrique.

b

Onaici &= doit: £ &y () =3 &y(0 . parsuite: Lk =LT

(x:[}'

Le mélange est donc steechiométrique a tout instant t.
On en déduit que : [B],=p [%]-t ;dou: v= kg [A]?

On est ramené a une résolution semblable a celle d'une réaction d'ordre 2 par rapport a A. Il suffit de

remplacer dans les calculs du deuxiéme exemple, k par kg .

On obtient alors pour la concentration de A, la fonction y définie sur [0 ; + oo par : y(t) = 1
Bkt +—
a
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4.b) Cas d'un mélange initial quelconque. (On suppose que a<b)

Pour simplifier les calculs, on suppose que I'on a une réaction du type A + B — P .Ce qui veut dire
que les nombres steechiométriques sont - 1,- 1 et+ 1 ouencore :a=1,3=1etv; = 1.
On pourra s'inspirer de ce cas particulier pour traiter le cas général, la méthode restant la méme.

On a donc ici :

v=- A Bl Ay B k@ &y) 0 &)

da- Ey) . *
OrdEll?]: dt - =—&y (), dou:v=Ey=k(a-&y)(b-&y).

Pour déterminer les concentrations, on est donc amené a résoudre I'équation (E) :

&,
(a-&y)(b-2&y) .

Il faut remarquer que 'on a obligatoirement &+, (qui est ici la concentration du produit) strictement

inférieur aux concentrations initiales des réactifs. Ce qui prouve que : a— &y, >0 et b — &,,>0.

La résolution de (E) se fait en plusieurs étapes :

. . 1 14 .
1. On commence par décomposer la fraction en éléments simples.

(a-&y)(b-¢&y)

Ce qui revient a déterminer les constantes c et d telles que :

1 _ c n d
(a— gv)(b* Ev) (@-&y) (b- ‘iv).

1 B 1
b—add__b—a

On trouve ¢ =

2. On utilise la décomposition précédente pour intégrer (E), en tenant compte de la condition initiale
Sy (0)=0.
1 Ev &v _ Ev Ev
b — =k donc —
—al(a-&y) (b-&y) (a-&) (b-&y)

(E) s'écrit : =k(b-a)

M. Cherki — ENCPB / RNChimie 10/18




En intégrant, on obtient : —In (a— &y (1) +In (b— Ey () =k (b—a)t+ A

b—
d'ou : 1n(%:((3j=k(b—a)t+x (1)

Comme &,,(0)=0,0naln E =\. En reportant dans (1), on obtient :

b—
I (ﬂJ—lnb k(b-a)t (2)

"la- Ev (D) a
On a donc la relation : In M =k(b-a)t
ba— &y (1)

3. 11 faut maintenant obtenir l'expression de &, (t) en fonction de t et des constantes a, b et k.
On utilise la fonction exponentielle et on résout I'équation :

a(b- aV (t)=b(a— aV () ek(b—a)t

b &y () KO g g (h=ab KO _gp

ek(b—a)t _ 1

On a donc : ty=ab—————
nadonc: &y (t)=a o Kbt

= [P]..

On en déduit les concentrations des 2 réactifs :

a tout instant t (t=0),

kb-a)t | ckb-a)t
[Ali=a- &y ()= a[l - b—b Koot J et [Bli=b-&y(t)=b {1 - a—b Kb J .
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Remarque :

La relation (2) s'écrit aussi In (% =k(b-a)t+ lng .

On peut alors déterminer expérimentalement, la constante de vitesse de la réaction k, a I'aide d'un
"ajustement affine" (ou "régression linéaire").

Ce type de réaction est étudié dans les sujets de mathématiques du BTS Chimiste des sessions 1990, 1999
et 2004.
D'autres sujets étudient des réactions dont le traitement mathématique est tres proche.

IV. Exemples de réactions composées.

1) Réactions opposées d'ordre 1.

11 s'agit des réactions pour lesquelles les réactifs sont encore présents a I'état final car la réaction est
réversible.

S C k . : \
On consideére ici, une réaction du type A——— B de constante de vitesse k;, d'ordre 1 par rapport a A, et
. . k . X
la réaction opposée B—=— A de constante de vitesse k,, d'ordre 1 par rapport a B.

On appelle v, et v, les vitesses volumiques respectives des 2 réactions ; on a donc : v, =k [A]1 et v, =
ks [B]".

Le volume de la réaction étant constant, [A] [B]
ona: a l'instant initial t =0 a b
a instant t>0 a—Ey (1) b+ &y (1)

La vitesse globale d'apparition ou de disparition de chacun des 2 corps est la somme des vitesses partielles
liées a chaque réaction, on a ainsi : diA] = (d[A]j + [d[A]] et diB] = (d[B]] + (d[B]J
1 2 1 2

dt dt dt dt dt dt

On peut déterminer les concentrations de A et B de 2 maniéres différentes. La premiére méthode consiste
a calculer d'abord, I'avancement volumique &y, de la réaction. La seconde méthode permet de trouver

directement les 2 concentrations, en résolvant un systéme différentiel.
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Premiére méthode :

d[A]:(d[A]j +(d[A]J

a  Ldt ) U ),

or V1=—[%j —ki[Al =k (a-Ey (0) et sz{ﬂ) _ky[B] = ka(b+Ey (1) donc -
t ) dt ),

I - ki@-zv O +katb+Ey ©)

d@a-sv () __dev (©
dt dt

=(k; +kp) &y (D +kob-kja

&y est donc solution de I'équation linéaire du premier ordre : E"V © ————+(k1+kp)&y () = kja-kob (E)

E,.v()

La solution générale de 1'équation sans second membre : ———+(kj +kp) &y (1) =0 est définie sur

[0;+oo[ par:  Epggy (t) = C.e K tk)t,

On cherche une solution compléte de 1'équation compléte (E) sous la forme d'une constante (par référence
au second membre), en posant &y (t) =4 :

&p est solution de (E) si et seulement si : pour tout t=0, % +(ky +kp)&p ()= kja-kob,

kla — kzb
k; +k,
La solution générale de (E) est donc définie [0 ; +oo[ par :

Ev () =Epssy (0 +Ep () = Co kit K12 kab
kl + kz

d'ou: (k; + ko)) A =kja—kyb et parsuite: A=

Sachant que l'avancement volumique est nul a l'instant t =0, on a : &, (0) =0.

I :_kla—kzb
D'ou: C —k1 Tk
M( e-<k1+kz>t)

On a alors : =
Ev (H) = .

On en déduit alors les concentrations des 2 corps a l'aide de [A];=a— &y (t) et [B],=b + &y (1).
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Deuxiéme méthode :

d[A] (d[A] diAl) _ -
dt _( dt le{ dt jz_ Ve s ralAlol

d[B] (d[B] diB]} _ . _ _
L _( ; l{ . L_Vl vy =k [B]-k,[B]

dx

dt
En posant x = [A] et y = [B], on a le syst¢me différentiel : d

a%:y':klx—kzy

=x'=-kx+ky

A T'aide de la premicre équation, ona :y = ki(x' + k;x). En dérivant : y' = kL(x" + kx").
2 2

En multipliant par k; et en reportant dans la seconde équation du systéme, on obtient :
ky'=x"+kix' =k x'— k(x'+ kx).

D'ou: x"+(k;+ky)x'=0 (E).

x est donc solution d'une équation linéaire homogéne du second ordre.

Résolution de x'" + (k; + ky)x'=0 (E) :

L'équation caractéristique est 12 + (k; + ky) r=0. Soit : r(r + (k; + ky)) = 0.
Cette équation a 2 solutions réelles : r =0 our =— (k; + ky).

On en déduit que la solution générale de (E) est définie sur [0 ; +oo[ par : x(t)=C + D e kit

On calcule ensuite la forme générale de y :

YO =X O ki) =y = (- Dk o e TN g+ pehirity),
2 2

On obtient : y(t) =—D ok +ko)t %C
2

On détermine ensuite les constantes C et D a l'aide des conditions initiales x (0) =a et y(0)=b:
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C+D=a
On résout le systeme : (S) | _p  Kin_ -
ks

k2C+k2D:kza Vs _ 7k2a+b
(S)@{klc_kzD:kzb .D'ou: (ks + k) C=ky(a+b) donc C= otk
, . . :akrbkz
Onendéduit: D=a-C —k2+k1 .

kya+b) , aki—bky -(k, +k,)t ki(a+b) aks—bks

On a alors : [A],=x(t) = o+ K, Tk et [Bli=y(t)= I+ k, o Tk,

o+l )t

2) Réactions successives d'ordre 1.

Ky C.

On se propose d'étudier le systéme de réactions successives suivant : A—-—>B
La premicre réaction est d'ordre 1 en A, a pour vitesse volumique v; et pour constante de vitesse k;.
La seconde est d'ordre 1 en B, a pour vitesse volumique v, et pour constante de vitesse k.

On a donc : v; =k; [A]' et v, =k, [B]'

On appelle x, y et z les concentrations respectives des corps A, B et C.

A l'instant t = 0, on a les concentrations initiales : x (0) =a, y (0)=0etz (0)=0.

On apour A : v, =—%§1=k1 [A]'. Donc :%=—k1x (D).

B intervenant dans les 2 équations, on a : diB] _ (d[B]j + (d[B]j =vi—-vy =kix-kpy
dt dt ) dat ),

Donc : (—31% =kx—ky (2).

Pour C: v, =g£1= ks [B]' Donc I%: kyy (3).

M. Cherki — ENCPB / RNChimie

15/18




Les fonctions x, y et z sont donc solutions sur [0 ; + oo du systéme (S) :

dx
—=—k 1
dt 1 X ()
Hokix-ky @
dz _
& 1oy 6

a) On commence par résoudre I'équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre
X'+kx=0 (1):

La solution générale de (1) est définie sur [0 ; + oof par : x (t) = K e 1t

La solution de (1) qui vérifie la condition x (0) = a est telle que K =a.

Onadonc[Al=x(t)=ae k!

b) En reportant I'expression de x dans 1'équation (2), on voit que les solutions y du systéme (s) vérifient
l'équation  différentielle linéaire du premier ordre :y'+k,y=ak; e X' (4).

L'équation homogéne associée a (4) a pour solution générale la fonction définie sur [0 ; + oo[ par :
—kyt
y(t)=De 2 .

On cherche une solution particuliere de (4) définie par : y, (t) =E e kit

¥ est solution de (4) si et seulement si : pour toutt=0, y,' +k, y,=ak; el

On obtient : k, E e Xit=ak; e ™' Donc E = ka
k, — ki
(4) a donc pour solution générale la fonction définie sur [0 ; + oo par : y(t) =D e 2ty —kkl 1 ekt
2 — Kl

ki a
0)=0=D=-—12_
y(0) P—

Onadonc: [B],=y(t) =kkl—1 (e_klt - )
2= ki

¢) Sachant que pour toutt = 0, on a: x' (t) +y' (t) + z' (t) = 0, on en déduit, a 'aide des conditions initiales,
que la
solution z du systéme (S) vérifient : x (t) +y (t) + z (t) = a.

k1 e_kzt — k2 e_kl t)

On a alors : [C]t:Z(t):aX(t)y(t):a(1+ k, -k
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Ce type de réaction est étudié dans les sujets de mathématiques du BTS Chimiste des sessions 2000 et
2005.
D'autres sujets étudient des réactions dont le traitement mathématique est tres proche.

3) Systéme fermé de réactions d'ordre 1.

k,
On s'intéresse a 1'étude cinétique d'un systéme fermé de réactions d'ordre 1~ A > B
du type :
(ky, k; et ks étant les constantes de vitesse des réactions) \ /
k, k,
C
( d[A]
- ~k; [A]+k;[C]
d[B]
L'étude des vitesses volumiques conduit au systéme (S) : ] a —ky[Bl+ky [A]
M =-k,[C]+k,[B]
TSR 2
On a les conditions initiales : [A] (0) =a et [B] (0) =[C] (0) = 0.
En notant x, y et z les concentrations respectives des corps A, B et C, (S) s'écrit :
((dx
—=-kix+tkyz (Il
- xtkez ()
< gZ—kzy-i-kl X (2)
dt
dz
—=-kyz+k 3
\ dt 3 2y )
"y 5 . . X . dx  dy  dz_
a) En additionnant membre a membre les 3 équations du systéme, on obtient : a0 + dt + a 0.

A l'aide des conditions initiales, on en déduit que : pour tout t=0,x (t) +y (t) +z(t)=a; d'ou:
z)=a-x({O)-y(®) .

De (2), ontire : x = kL (y' + koy) puis en dérivant, X' = ki "+ ky") (5).
1 1
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En reportant dans (1) les expressions de z et de x obtenues dans (4) et (5), on obtient :
1 " n — 1 1 1
K thky)=-(y'tky) +ks a-i, O tky) -y

Soit : y” + (k] + k2 + k3)y' +(k1k2 + k2 k3 + k3k1)y = k3k1a (E)

y donc solution de 1'équation différentielle (E) qui est linéaire du second ordre.
b) Résolution de 'équation sans second membre associée a (E), y" + (k; + k, + k3)y' +( kik, + ky ks +
k3k1)y =0:
Son équation caractéristique est : r*+ (k; + k + ky)r + (kik, + ky ks + k3k;) = 0.
Le discriminant est A = (k; + k, + k3)* — 4(k;k; + k; k; + ksk;).
En fonction du signe de A donc des valeurs des 3 constantes de vitesse, on obtiendra une solution générale

yessm qui a I'une des 3 formes indiquées dans le paragraphe I 1) b) de la page 2. Cette solution générale
fait intervenir 2 constantes qui seront déterminées a la fin, a I'aide des conditions initiales.

¢) On cherchera ensuite une solution particulié¢re y, de (E) sous la forme d'une fonction constante puisque
le second membre de (E) est constant. On pose donc y, (t) = A.

yp est solution de (E) si et seulement si : pour tout t=0, y," + (ki + k, + ks)y,' +( kiks + k» ks + ksky)y,
= k3k1a.

k3k1a
kik, + k; ks + ksk;

D'ou : (k1k2 + k2 k3 + k3k1)7\. = k3k18. donc A=

k3k13
kik, + ko ks + ksky

On obtient alors la solution générale de (E) : y = ygssm +

On en déduit ensuite les solutions x et z du systéme (S), a I'aide des relations (4) et (5).
On détermine enfin les 2 constantes qui interviennent dans ygssy, en utilisant les conditions initiales.

On obtient ainsi les concentrations des 3 corps, a tout instant t=> 0.

Ce type de réaction a été étudié dans le sujet de mathématiques du BTS Chimiste de la session 2006.
D'autres sujets étudient des réactions dont le traitement mathématique est assez proche.

M. Cherki — ENCPB / RNChimie 18/18




