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Premiére partie : Mécanique des solides indéformables

Section 11 : Détermination du modeéle géométrique direct

Q.11.1 - L’ écriture de la fermeture géométrique nous conduit alarelation:

AA = AR+ AA,

En projetant sur le repere Ro (Ay, %y, ¥o,2Z,) , hous obtenons les relations demandées :

L =s,, cosf ,, - s,, cosf ,, (1)
0=s,9nf, - s, 9nf @

Q.11.2 — Pour exprimer les coordonnées du point A,, il suffit d écrire:

_—

AA =X Xo + y 90 =s,, cosf lo?(o + lesinfmg/o
Ceci nous donne le modéele géométrique direct :
X =S, cosf ,, - % =s,,cosf ,, +% 3
y=s,89nf,; =s58nf 4

Q.11.3 — A partir des relations (3) et (4), nous pouvons exprimer directement les relations
demandées :

2.2 &2
cosf ,, = L *sp-Su _ f(L,S,,S5) (5)
2Ls;,
12. g2 +g2
COSf 40 = M = g("’ S.I.2’S34) (6)
2Ls,,

Q.11.4 — A partir des relations (1) et (2), nous pouvons écrire la vitesse du point A, ce qui
nous donne :
x =8, cosf ;- s, f,8nf,
y=8,d9nf,+ SZlf‘lO cosf
Dans ces équations, nous devons éiminer la grandeur f.,que nous obtenons a partir de
I’ équation (5) :
flo= Syt cosf 10 _ Sp1So1 - SasSu
y yL




En remplacant cette expression dans les deux ci dessus, nous pouvons exprimer les relations
demandées :

H7Y I 'avec[J]—éCOS(flO)_Kly - Ky yu
Tyg T‘S\;4i‘/) ggn(f ) TK X K, X H

Lesexpressionsde K, et de K, sont donc :
K = cosf, 1
'y Lsnf,
1

~ Lsnf,,

2

Q.115 - La broche est positionnée au point de coordonnées (85, 1200) en mm. Le

déplacement s effectue suivant X & une vitesse de 120m/mn par rapport au béti. Les
applications numériques nous conduisent aux résultats intermédiaires suivants :
s,=1337,2mm, f ,=63,8°, s,,=1271,4 mm, f ,,=-70,7°

Finalement, nous obtenons les vitesses des moteurs linéaires :
$,=914m/mnet $,=8572m/mn

Nous constatons que dans cette configuration, les valeurs obtenues sont acceptables car la
vitesse maximum est fixée a 151 m/mn.

Q.11.6 — Afin de vérifier le dimensionnement en vitesse, nous effectuons les calculs sur un
contour de I’ espace de travail qui représente un carré de 630 x 630 mm avec une loi de vitesse
de consigne en trapéze (accélération 20 m/s, vitesse constante puis décélération 20 m/s?).

Les résultats présentés sur les courbes montrent que les vitesses des actionneurs ne dépassent
pas les 120 m/mn. Nous pouvons donc conclure que ces derniers sont bien dimensionnés en
vitesse.

Section 12 : Etude des efforts dans les moteurs linéaires

Q.12.1 — L’ énergie cinétique du systéme est la somme des énergies cinétiques de chacun des
éléments, ce qui nous donne :

2T(S/R,) =2(TAW/ R +T(2/R,) +T(3/R,) +T(4/R,))

avec .
2T(L/R) =Cf2 et 2T(4/R,)) =C,f 2

et
2T@IR) =CF 2 +my|[8,- v wof + (s + %, )f
2TR/Ry) = C3f.420 + m3|_(S34 : )’31640)2 + (534 + Xs)zf
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2T(SIR) = (Cy+ C.F 5 +my[ls - vofo)f + (5 + VP 2]+
+ (C3 +C4)f‘420 + %[(334 - ysf.40)2 + (534 + X3)2f'420
Q.12.2 — L’ énergie potentielle du systeme est la somme des énergies potentielles sur chacun
des éléments :
V = rn.l.g Abel yO +ng AY)GZ yO +rnSg A4G3 yO +m4g A4G4 yO

Apres calculs, nous trouvons :
1 (myx, +my(sy; + %, ))anf 4+ (myy, +m,y, )eosf 4+

V= ,
9% (m4x4 + rT‘5(534 + Xs))sn faot (may$, tmy, )COSf 40 fv)

Q.12.3 - L’effort d'usinage exercé par la piéce sur I'outil est rapporté au point A,. Il est
modélisé par deux composantes comme sulit :
GERLNS
{ ext®bras}::|[, d g Oy
Pa,
Les forces de commande S; sont exercees par les moteurs entre les solides i et j. Elles sont de
laforme:
|s X TS, Xall
{Smoteur®l .. O lg moteur®3 i 42) .
f o

Le calcul du travail virtuel de I’ effort d’ usinage et son expression en coordonnées généralisees
montre que les forces généraliseées associées a cet effort s écrivent :

cosf ,,F, +anf F, 0
0 I
|

|
|
{Qu}= : 512(' F snf, +cosf 10Fy)¥
f 0 b
Les forces de commande sont de laforme :
iS,0
Quud =
Qmoeur =1 43),/
0]
tO0p



En final, le vecteur des forces genéralisees s écrit :

i cosf oF, +anf F +S, 0

i !
_1 > "
Q= j:j s,(- Fsnt ;3+ cosf ;,F, )Y
1 0 b

Q.12.4 — A partir de ces résultats, nous pouvons écrire les équations du mouvement avec les
équations de Lagrange qui sont données par :
dqr 9T 4 % + 1

- 1. =0. F ={0
&1 7o g g F " @ F@i=ld

Pour chacun des paramétres de mouvement, |’ écriture des équations de Lagrange conduit a la
forme matricielle suivante :

M (@) a} +[C(a. e} +{a(a)} + [l } ={Q}

avec [M (q)] la matrice de masse, [C(q,q)] la matrice de Corialis, {g(q)} le vecteur des
forces de gravité et [h(q)] la matrice relative aux coefficients des multiplicateurs de Lagrange.

Tout calcul fait, les matrices ont pour expression :

é m, 0 -my, 0 l‘;l
e u
M@=¢ ° ™ ° : T mYs G
&my, 0 (C,+C,)+m,y; +m,(x, +5,,) 0 23
& 0 -my, 0 (C,+C,)+myyZ +my(x, +s,,)5
g 0 0 - mz(xz + S‘21)f‘1o 0 ‘ 8
[C(q q)] - (E:‘ 0 . 0 0 - ms(xs + 334)‘ 4ol;|
gnZ (X2 + 821).f 10 0 . mZ(XZ + 821)321 0 H
é 0 m3 (X3 + 534) 40 0 m3(x3 + S34)S34 g
i m,snf u
1 . 1
anf
{g@}=gi M o y
|
t

ml(' Y1 snf 107 XICOSf 1o)+ mz(' yzsin f 10 +(521 + Xz)COSf 10) 1
m, (' Y3 snf 40 + (534 + Xs)COSf 4o)+ m, (' 3/451-"”c 40 + Xy cosf 40)b

é cosf, anf
é

[h(a)] = ¢

& susnf, s, c0sfy,

- cosf ,, - ganf ,,

[ oY enlY el e} el enl?

eSy9nf, - sy, c0sf



Q.12.5 — Les paramétres cinématiques de ce systeme sont soumis a 2 équations de liaisons
(fermeture géométrique) que nous avons exprimées sous la forme {F ()} ={0}. Pour chaque
relation, nous avons associé un multiplicateur de Lagrange |,. Les deux multiplicateurs
traduisent les actions de liaison au point A,.

Q.12.6 - Dans un premier temps, pour dimensionner les moteurs, nous faisons I’ hypothése
que seule la matrice de masse est prépondérante devant la matrice de Coriolis, les forces de

gravité et la matrice [h(q)] . Le systeme d’ équations correspondant s écrit donc :

M (@} e}={c}
avec les matrices définies ci-dessus. Ceci représente une hypothese qui nous permet d’ obtenir
de facon rapide un ordre de grandeur de la valeur des efforts dans les moteurs.

Q.12.7 — A partir de I'hypothese formulée ci-dessus, nous pouvons calculer les efforts dans
les moteurs au point de coordonnées (85, 1200) €n mm pour une accelération maximum

suivant x. Les calculs donnent S,, =2826N et S,; =1271N. Nous trouvons des valeurs tout

a fait acceptables pour les moteurs. Cependant, cette hypothése est trop forte pour permettre le
dimensionnement. Le fait de négliger les forces de Coriolis et de gravité n’est pas acceptable
étant donné les masses en mouvement, |es vitesses et les accél érations.

Q.12.8 - La résolution des équations complétes permet d’ obtenir les efforts dans les moteurs.
Les résultats sont donnés dans la figure 12.1. IIs permettent de mettre en évidence des pics
d efforts pour des positions particulieres. Nous montrons donc qu’il est bien nécessaire de
prendre en compte tous les termes des équations & de regarder les résultats sur tout |’ espace
detravail.

Les pics d efforts sont de I’ ordre de 25 O0OON.

Comme chaque liaison glissiere est pilotée par deux moteurs linéaires délivrant chacun un
effort de 14 500N d'effort maximum, nous pouvons donc conclure que d'un point de vue
dynamique, ils sont bien dimensionnés.



Partie 2 : Mécanique des solides déformables

Section 21 : Raideurs en traction, flexion et torsion d’un bras
Q.21.1 - Les aires des sections droites valent :

S, = hb=0,3 10° mn?
Sz = (h-e)(b-2e) = 60 10° mn?
g S=S5-S5=02410F mnt

Pour les calculs de flexion demandés par la suite, ¢’ est le moment quadratique par rapport ala
ligne neutre que I’ on souhaite calculer (cette ligne est discontinue).

I, = bh¥/12 = 2,25 10° mm*
I3 = (b-2¢)(h-€)°/12 = 0,05 10° mm

Pour le troncon (1) la différence I>-13 ne suffit pas car les sections n’ont pas le méme centre
dinertie.

VarS1= Y2 S-Ye2 S 2 Yar =175mm

1

e

|
YG1 Y2 YG3 ‘

N

Par |le théoréme de Huygens on transporte les moments 1, et Is en Gy :

lagi=lo+di?S,  avec:di =25 mm
lagr =ls+h? S35  avec:diz = 125 mm

> 11 =lyg — lag = 1,45 10° mnt'

Q.21.2 - Sous l'effet de la charge N chaque trongon (i) subit une contrainte s; = N/S; et par
suite il salonge d'une longueur :
DLi = NLi/ESi

L'allongement global vaut : DL =DL; + DL, + DL > K| = N/DL;

> K = =3,3.10°N/mm

RN o
+
[ m
+
e



Q.21.3- Sous l'effet de la charge T chague trongon (i) est soumis a de la flexion. Le moment
fléchissant M¢(x) sexprime :

M¢(X) = T(L1+LotLs - X) = T(L; - X)
On calcule lafleche a I'extrémité par le théoreme de Castigliano :

M (X) dx + L, Mfz(x) dx + Lt g Mfz(x)

1] 0
d=2W/7T avec:W==iQ* dxy
219 B 9% TR % TR}

1 ‘Ll(L( XPax+=q" (L - x)’dx+ |10: L - x)? dxt;
3

2

Sl

2L 10, 3ae1 10

i A T

- Raideur transversale : Kt =T/d=7715 N/mm.

l 2

S

Q.21.4 - Dans le cas d'une poutre de section uniforme, on détermine la section S et le
moment quadratique | conduisant aux mémes raideurs par identification :

DL = :;‘ b K, == ,:’
yb S, =95 10°mm’; 1, = 0,295.10° mm"
LIS 3 |e
d KT - 3 .I.
3El, L b
Lerapport | quantifie la différence de rigidité dé§a évoquée plus haut :
I Ky
| =—=% =78.10°°
L’S 3K

Q.21.5 - Ladéfinition des contraintes a partir de lafonction de torsion f permet de vérifier les
équations d'équilibre local. Les conditions limites de bord libre sur le contour de la section
droite sécrivent :

aeoo
sfi=0 avec gn—
8nzﬂ
éan A nzﬂf =0 énUgradf—O
Yz ﬂYz

Ce qui implique que le vecteur gradf doit étre paralléle a i en tout point du contour de la
section droite. Dans ces conditions gradf est normal au contour, ce qui implique que la

fonction f est constante le long du contour. On choisit arbitrairement f = O pour le contour
extérieur, ce qui est sans conséguence puisgue les contraintes sont obtenues par dérivation de

f.



Q.21.6 - Lafonction f doit vérifier la condition : Df +2 = 0 en tout point de lasectionetf =0
en tout point du contour. Une solution approchée doit vérifier au mieux ces deux relations,
pour cela on considéere une famille de fonction approchée y telle que y = 0 sur le contour et
on fait vérifier au mieux la condition sur le laplacien en utilisant la forme faible du probléme :

a@iDy +2) «dA=0

section

ol y * est une fonction scalaire quelconque. 1l est clair que si la fonction y est solution du
probleme de torsion aors elle vérifie la relation précédente. Inversement s la relation
précédente est vérifiée pour toutes les fonctionsy * alorsy serala solution du probléme. Si on
transforme l'intégrale précédente a l'aide du théoréme de la divergence, on obtient la
formulation symétriqueeny ,y * suivante :

aPy vy rdA=- @y -dA
section section

@

Le terme (a) se développe :

(@ = (‘I‘U iy “dA

section

= @by ) -yl

section

= C‘E‘{y,iy*),idA' C‘(f)(,i-y;dA

section section
= @ .Y nds- @y,y,dA
contour section

On choisit y* nulle sur le contour de la section ce qui élimine le premier terme. Ce qui
conduit a la formulation suivante :

c‘o‘yrady .grady «dA= gy *dA

section section

Q.21.7 - La fonction y (y,z) définie par I'équation des droites constituant le contour de la
section rectangulaire donne :

e 0

g -

¢ 0 N

-

grady —EZAygz - b—gf
g zT

@, ho

Y a



Laformulation de la question 21.6 conduit au calcul de deux intégrales :

+b/2+h/2} 2..2 %1313 7122 2
Gy TRy A=A ¢ o vz - 20 +z2?y2- vz = A0 +1)
section -b/2-hr2] € 49 € b 0
+b/ 2+h/ 2 2. 313
d‘)zy*dAZZA* 5 oG Zz__Oéeyz h de—Ab h
section b 2-h1 28 18
10Kz g, h%
5 A= 5 Sw_b2+h2y'7a
L _lonky g,

s
“ pP+he 4;25

Q.21.8 - Les contraintes sont définies a partir de la fonction de torsion et le calcul du moment
de torsion se fait par I'intégrale :

M= & (OMUJ_)X)JIA

&ECIIOFI

3

Mt=- nK g S+ 21Y Oda=2nK gy dA
2Dy 2o o4

Avec lafonction y obtenue, le calcul du moment donne :

SnKb*h? e
Mi=roforrs)  avec: Kzglj pour le trongon (2) e mep=-

_5nK(b- 2e) (h- 2e)°
“1d(b- 267 +(n- 2¢))

avec: Kzgljpour le trongon (3)

_18(+u)L, b* +1°

5 { > 5E b’
_18(1+u)L, (b- 2e)° + (h- 2¢)
“TT5E T T (b- 20%h- 207

M, = 0,324.10 *M,

M, = 28,3.10" *M,

Les g sont exprimés en radian et M, en Nmm. Compte tenu de la rigidité en torsion du
troncon (1), on peut calculer larigidité globale alatorsion par :

Mt

=—L1 — =3410°Nmm/ rd
d, 09, + 0

Mt



Q.21.9 - Dans la base globae (5(,\?,2) le vecteur GM (G centre dinertie de la section
Xx=L;) et l'effort F Sexpriment :

a0y &0 ¢
GM=g0: F=gFiP GMUF=dFX
edo e0 o

Le torseur des efforts extérieurs rapporté a I'extrémité de la poutre et projeté dans la base liée
aladirection de la poutre, donne donc :

N =-Fcosl5® ; T=-Fsnl5® ; M;=dFsnl5°

Nota : il y a auss une composante de flexion suivant l'inertie la plus forte de la poutre. On
négligera son effet.

Compte tenu des rigidités associées a chaque sollicitation, les déplacements du point M
correspondant valent :

Uv=N/Kn=2910"F
Ur=T/Kr =3310°F (Ui en mm avec F en N)
Uwe=d M/Kwe = 4,9 108 F

On constate que, pour cette configuration, le déplacement provenant de la souplesse de la
poutre est e plus élevé en flexion quel que soit I'effort de coupe F. C'est donc essentiellement
cette raideur que I'on cherche a augmenter dans la conception de la machine.

Section 22 : Pulsations propres en traction, flexion d’un seul bras

Q.22.1- On isole un trongon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD en
projection sur |'axe de la poutre donne :

ux.t)

N(x+dx) - N(x) =r Sdx w

avec: N(X) =ES

Ce qui conduit al'équation différentielle du second ordre en U(x,t) :

TU(x,t) _ ETU(xt)
amw r e

En posant U(x,t) = u(x).coswt |'équation précédente devient : Efr u" + w? u = 0, dont les
solutions sont du type :

ux)=Acod x+Bsinl x avec:w?=1|2Elr



La poutre est encastrée en X = 0, ce qui donne une condition : U(x=0) =0 > A = 0. La
déformée est donc sinusoidale et la longueur d'onde Ly associée a la K™ pulsation propre wy

est donnée par :
Lk =2p/l x = @F
w,\r

Q.22.2 - Sanslamasse M, I'extrémité x = L; est libre de charge :

N(Lt):Oem =0 ecosILt209I|<+1:(2k+1)L
X, 2L,
Ce qui donne : Wi+1 = (2k +1)iE avec: wy = 1% rE =4000rd/s ou f1 =636 Hz

Q.22.3 - Avec lamasse M al'extrémité x = L, la condition limite sécrit :

U U .
-N(Lt):Mﬂ—z 5 s oy 11_2 > ESlcod Li=Mw?sinl L
ﬂt X=L¢ ﬂX X=Ly ﬂt x=L¢
Ce qui conduit a:
1A _
—-tanX=0
r |
ﬁ =tanlL, ou: i XM t
..A: poure_X:|
| M L

Dans notre cas : A = 2,56 ce qui correspond au graphique en annexe 1 - courbe noireen X =1
- la poutre est deux fois et demi plus lourde que la masse a son extrémité. D'aprés ce méme
graphique, la premiére pulsation propre correspond a X = 1,1 (premiere intersection des
courbes rouge et noire). La masse M réduit assez fortement la valeur de la premiére pulsation
propre qui passe de 4000 rd/s sans masse a:

_11[E

W1 T =2800rd/s ou f; =446 Hz.

Soit un écart de prés de 30%. Ce résultat est assez logique puisque globalement, sur un
systéme élastique, la pulsation propre est de I'ordre de la racine de la raideur sur la masse. Si
on augmente la masse araideur égale, on réduit la pulsation propre.

Q.22.4 - On isole un trongon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD donne
les deux relations suivantes :

TV (xt)

7 (xt)
Tt ?

T(x+dx) - T(x) =r Sdx it

et M¢(x+dx) - M¢(x) + dx T(x+dx) =r | dx

Avec dans le cadre de I'hypothése de Bernoulli : M¢(x) = El —ﬂZ\.llb((?t)



On montre que s la poutre est élancée il est |égitime de négliger le terme d'inertie en rotation
de la section devant le terme d'inertie en trandation suivant Y. Ce qui conduit a I'équation
différentielle du quatriéme ordre :

TV(xt)  El 1*V(x,t) _
+— =0
qt* rs %t

: . El
Avec : V(x,t) = v(x)coswt cette relation devient : wv(x) = r—Sy“‘)(x)

La forme proposée dans I'énonceé vérifie la relation précédente pour toutes valeurs de | telles
que :

El
w? =1*—
rs

De plus, si la poutre est encastrée en x = 0, les conditions limites en déplacement et rotation
donnent :

v0O)=0 >a+g=0 e Vv(0=0->b+d=0
Q.22.5 - Si I'extrémité est libre (pas de masse) on aboutit aux conditions classiques :
MiL)=0 > Vv'(L)=0 - a(cod Li+chl Ly) +b(sin Li+shl L) =0
T(L)=0 > Vv"(L)=0-> a(sn L- N L) - b(cod Li+chl L) =0

On doit avoir un déterminant nul pour ne pas tomber sur la solution triviallea =b = 0. Ce qui
conduit alarelation définissant les valeurs de |  possibles:

cosl L, = 1
~ chly
Graphiguement ou par itération, on obtient les valeurs suivantes :
1Lt =0,597p ;1 2L =21,491p ;| Lt ™ (2k+1)p/2

On en deéduit la premiére pulsation propre en flexion de la poutre :
_(0,597p)* [EI _ . , .
Wi = T TS =253rd/s ou f1=40,2Hz (8 moinsqu'en traction)

Avec lamasse M a l'extrémité, la condition sur le moment fléchissant ne change pas, mais la
condition sur I'effort tranchant devient :

TV(x.t)

2
| V(;<,t)
t

X=Lt T[t

ST(L)=M >

3
£ T V(>3<,t)
X

X= Lt X= Lt

> Ell }{a(sinl Li- sh Ly) - b(cos Li+chl Ly) } = -Mw?{a(cos Li- chl Ly) +b(sinl Li- shl L) }



> a(sin L-shi Ly) - bcod Lechi L) + I L

{a(codl Li-chl Ly) + b(sinl L-shl Ly) }
poutre

=0

Cette derniére équation associée a la condition limite M¢(L;) = O donne un systéme dont le
déterminant doit étre nul pour éviter la solution trividlea =b = 0.

En posant, comme pour laquestion 22.3 : A = Mpouwre/M €t X =1 L le déterminant conduit a
larelation suivante :

sn XchX - shXcosX A _
1 + cos XchX X

Que I'on peut résoudre graphiquement gréace au graphique de I'annexe 2. Ce qui donne pour la
premiere racine : X; = 1,4. D'ou on tire lavaleur de |a premiere pulsation propre de flexion :

2
Wy = 1L—f' ] rEIS =141Ird/s ou f1 =224 Hz (44% de différence avec le cas sans masse)

t
Soit une fréquence propre 20 fois plus faible en flexion (22 Hz) qu'en traction (446 Hz).

Q.22.6 - La premiere fréquence propre de flexion se trouve dans la plage d'excitation
correspondant & l'usinage TGV (0,5 & 50 Hz). Il y a donc risque de résonance. Nous alons
voir dans la partie qui suit comment la structure parallée de la machine présentée permet de
réduire les risgues de résonance.

Section 23 : Détermination approchée des pulsations et modes propres par la
meéthode des éléments finis

Q.23.1 - Les U sont les déplacements des noauds (i). La matrice [N] est la matrice (1,2) des
fonctions de forme [N1, N]. [B] est la matrice (1,2) des dérivées des fonctions de forme
[dN1/dx,dN2/dx]. Dans le cas particulier de I’ édément de traction, la matrice [K] S écrit :

[K]=ES/[Id

Dans ce cas, I'intégration de I’ énergie de déformation donne une matrice de raideur K pour la
poutre :

<= s[4

L’ énergie cinétique donne une matrice de masse M :
M =rSL/6 1%:%

Q.23.2 La poutre est encastrée au niveau du noaud (1) donc : Uy = 0 et le systéme a résoudre
devient tressimple :

Kzz- W2M22 =0



Sanslamasse M al’ extrémité la pulsation propre vaut :
Wy = #\/rﬁ - 702 Hz (+10% p/r a solution analytique)

Avec lamasse M, ona: Mz =M +r SL/3 ce qui conduit & :

1 [3A 0
W1= \/—(m 3 3+A E > 446 Hz (+7% par rapport ala solution analytique)

Comptetenu deceqguil ny aqu un seul éément, la précision sur la premiere pulsation est
trés bonne par rapport ala solution analytique.

Q.23.3- Vi : déplacement nodal transversal du noaud (i)
j i . rotation de la section droite au noaud (i)

L’hypothése de Bernoulli lie les déplacements et les rotations de sections droites. Les
fonctions de forme N doivent vérifier des conditions en déplacement et en rotation ce qui
oblige a choisir des fonctions polynémes de degré 3. Ces fonctions sont données dans
I”énoncé, ainsi que les matrices de masse et de raideur é émentaires. En prenant en compte les
conditions d’ encastrement au noaud (1), le probléme a résoudre est de dimension 2 avec une
matrice de masse :

JA3rs 11r82 u
M = € 35 210 U
é 1rs? r3® d
€ 210 105 H
Pour lamatrice de raideur, il n'y a pas d'influence de la masse :
_ 36+12 -6Ly
K=EllL g- 6L +4L%g

Larésolution passe par la détermination desracinesde :  dét(K - w?’M) =0
Cequi conduit a:

13A+35 2F X290 XZ__ 2 ra 2
(12 35AX 41058% gO ave:cX——wEI

Pour |e cas «sans masse » on fait tendre A vers I'infini, ce qui donne la1%® racine :

X2=125> X =353> w; 3L?3 EL > f,=403Hz

Pour le cas «avec masse » on prend lavaleur A = 2,56, ce qui donne la 1% racine :
X2=475> X =218> w, 218 EL > fi=249Hz

Q.23.4 - Le probleme global fait intervenir les sollicitations de traction et de flexion, les
matrices de masse et de raideur locales sont donc des matrices 6x6. Par exemple pour la
matrice de raideur on obtient :



5 ES/L 0 0 - ES/L 0 0

e u
€0 wE/C 6B/ 0 -1EI/° 6EI/LY
0] 6EI/L*  4EI/L 0 - 6EI/L>  4EI/L 0
KiI= ¢ gL 0 0  ES/L 0 0
€ 0 -LEI/U- BB 0 L2EI/L - 6E/LY
5 0 6EI/L> 4EI/L 0  -6EI/L> 4EI/L g

Le passage des matrices de masse et de raideur du repere local au repere global se fait par la
matrice de rotation [R] avec q = 75° pour la poutre (1-2) et —75° pour la poutre (2-3):

écosq d9ng O 0 0 Ou
2— ang cosq O 0 0 Og
[R]=§ 0 0 1 0 0 Og
e O 0 0 cosqg sng Oy
€ 0 0O O -d9ng cosq 0U
€0 o0 0 0 0 1y

> [KJ="[RIK]R] et[Mg="[RI[MI][R]
Q.23.5 - La colonne des déplacements globaux s écrit :

&,
&, U
ev14
g, 0

a
U, 0

D
<
c

[Ugl =

N
[y

> % D> @.MD> D
w 83
[«o Y e ax N enY enY ex Y en Y exY ex

@ ('D><<'D

w

Notons que j 21 €t j 23 sont les rotations des sections droites au niveau de I’ articulation (2)
pour les deux poutres (1-2) et (2-3). Ces deux rotations sont indépendantes puisgu’ une
rotation est possible en (2). Les matrices globales de masse et de raideur sont donc de
dimension 10x10 avant la prise en compte des conditions limites. Les conditions limites
concernent les déplacements U; et V; des noauds (1) et (3) : le probleme passe de la dimension
10x10 ala dimension 6x6.

Q.23.6 - Pour prendre en compte I’influence de la masse M on goute sa valeur dans la
matrice de masse globale sur la diagonale au niveau du noeud (2) pour lesd.d.l. U, et V,. Une
fois cette opération effectuée, il ne reste plus qu’ a résoudre :

[Kg- WMd|[Ug=[0]



On obtient ains une approximation des 6 premiers modes propres et des pulsations propres
associ ées.

Q.23.7 - Le premier mode est donné dans I’ énoncé, la pulsation propre associée est de 67 Hz
soit environ 3 fois supérieure a la pulsation propre d' une poutre encastrée-libre : la rigidité
est donc bien augmentée gréce la structure paraléele. De plus, la valeur de 67 Hz est aurdela
de la plage des fréquences d’ excitation lors de I'UTGV, aussi répond-on au cahier des charges
imposé.



Partie 2 : Mécanique des solides déformables (corrigé)

Section 21 : Raideurs en traction, flexion et torsion d’un bras
Q21.1 Lesairesdes 3 trongons de poutre vaent :
S, =hb=0,3 10° mn?
Ss = (hre)(b-2e) = 60 10° Mt
&S =S -S5=0,2410° mt

Pour les caculs de flexion demandés par la suite, c'est le moment par rapport a la ligne neutre
que |’ on souhaite caculer (ligne discontinue).

I, = bh*/12 = 2,25 10° mt*
I3 = (b-2¢)(hv€)*/12 = 0,05 10° mnt*

Pour le troncon (1) la ample différence ne suffit pas car les sections nont pas méme centre
dinetie:
VarS1=Y¥ee S-Ye3Ss 2 Yar=175mm

Ao
[~

YG1 YG2 YG3

Par |e théoréme de Huygens on transporte les moments 1, et Iz en Gy :

|2G1:|2+d12252 avec i di2 =25mm
|3(31:|3+d13283 avec: diz =125 mm

> 11 = logy — lag = 1,45 10° '

Q21.2 Sous I'effet de la charge N chague trongon (i) subit une contrainte s; = N/S; et il sdlonge
d'une longueur :
DL; = NLi/ES;

L'dlongement globa vaut : DL; =DL; + DL, + DL > K = N/DL;

K, = =3,3.10°N/mm

o |-
+
| m
+

).

'
[ERN
'



Q21.3 Sous I'effet de la charge T chague trongon (i) est soumis a de la flexion. Le moment
fléchissant M¢(x) sexprime :

Mf(X) = T(L1+L2+L3 - X) = T(Lt - X)

On cdcule lafleche al'extrémité par le théoréme de Cadtigliano :

M? o M2 I VE:
d=2W/7T avec:W:E%é f(X)dX+ L+, f(X)dX+\L1+LL2 L f(x)dxu
2T .1 1 E|2 17h2 E|3
Ti1l ., 2 1 1 o+, ,. U
>d=gl dx+-- o + == L, - X)*d
E%l Q (L - ) dx+ 2 (L - %)%dx I3Q1+L *(L, - X) X%
|(L +L2+|_3) 21 10
3EA l, # (e L3) (Lg)el 1, ﬂy

Radeur transversde : Ky = T/d = 7715 N/mm. Cette rigidité beaucoup plus faible quen traction
(environ 430 fois).

Q21.4 On déermine la section Se e le moment quadratique le conduisant aux mémes raideurs
par identification :

DL—:—;:D K, S:'J
y P S =9510'mm’; |, = 0,295.10° mm’
d=1k p g, =3
3El, 2 b

Lerapport | défini dans|'énoncé devient :

e Ky
I = =7,8.10"
TS 3K,
Q.21.5 Les conditions limites de bord libre sur le contour de la section droite sécrivent :
00 f f —_—
s.i=0 n= gn— énKe Ak ‘Ho =0 > AUgradt =0
in o e’z ‘ﬂyﬂ

Le vecteur gradf doit étre pardlde a fi en tout point du contour de la section droite. Dans ces
conditions gradf est normd au contour, ce qui implique que la fonction f est constante le long
du contour. On choigt arbitrarement f =0 pour le contour extérieur, ce qui et sans conséquence
puisque les contraintes sont obtenues par dérivation def .

Q.21.6 Lafonction f doit vérifier la condition : Df +2=0 en tout point de la section et f =0 en tout
point du contour. Une solution gpprochée doit vérifier au mieux ces deux reations, pour cela on



congdére une famille de fonction approchée y telle que y =0 sur le contour et on fait vérifier au
mieux la condition sur le laplacien en utilisant laforme faible du probléme :

@Dy +2) dA=0

section

ol y* est une fonction scdare quelconque. |l e dar que s la fonction y et solution du
probleme de torson dors dle véifie la reation précedente. Inversement 9 la rdation précédente
es vérifiée pour toutes les fonctions y * dors y sera la solution du probléme. S on transforme
l'intégrade précédente a l'aide du théoreme de la divergence, on obtient la formulation symétrique
eny,y* slivante:

@y y dA=- @ dA

section section

@
Leterme (a) se développe :

(@)= ay ;y "dA

section

oy v) vy

section

.y ) dA- ay,y dA

section section
= d/,i'y nids' (ﬁ/ iy ,idA
contour section

On choigt y * nulle sur le contour de la section ce qui élimine le premier terme. Ce qui conduit a
laformulation suivante :

oorady grady dA= @2y dA

section section

Q.21.7 Lafonction y (y,2) définie par I'équation des troncons de droites condtituant le contour de
la section rectangulaire donne le gradient suivant :

& 0]
G 0 -

¢ , b’y
grady _GZAEE re

82Az€?/2- o
e € 4 23

Laformulation de la question 21.6 conduit au calcul de deux intégrales:



+b/2+h/2]

2.2 *1 3,312 2
aprady .grady ‘dA=4AA (‘)iyzé@%z-%g +2229y2-— _AADb K (h" +b")

7 =
section -b/2-h/27 12 )b/ 90
+b/ 2+h/ 2 33
a2y da=2A" S Zz__oei‘yz hodydz Ab’R’
section -b/2-h/2 18
10Kz h%6
5 S*yzb2+h2y'2z
Aprescaculs > A—m 10rrKy§
“ pP+h?e 4 2}
Q.21.8 Lecdcul du moment de torson se fait par :
(OM Us (M )x)dA
Sectlon
3
Mt=- nK g Sy + 21Y Oda=2nK gy dA
L& F ez i
Trongon (2) :
] 9,
- 5nKbh? :K I_zpourletronc;on 2
t 2 2
18(b? +h?) i m= £
I 1+u
Trongon (3) :
M, = 51K (b - 2e)'(h - 2e) avec (K = q3 pour le trongon (3)

18((b- 2¢) +(h- 2¢)’)

-> rigidité en tordon de chague trongon :

_18(A+u)L, b* +1°
? 5E b°h’

3

M, = 0,324.10 *M,

_18(1+u)L, (b- 2€)* + (h- 2¢€)
= (b- 2¢)°h- 2¢)°

M, = 28,3.10" *M,

M’[

q, td, +

Lesq; sont exprimésen radian et My enNmm. > K, = =34.10°Nmm/ rd

Notons que le troncon (3) conduit & une rigidité de 35,3 10° dans le méme systéme dunités. Les
deux premiers troncons contribuent trés peu alarigidité globae.

Q.21.9 Dans la base globae (5(,\?,2) le vecteur GM (G centre dinertie de la section x= L) et
I'effort F sexpriment :



a0 &0 ¢
GM=g0; F=g-Fib GMUF=dF.X
eda e0 o
Le torseur des efforts extérieurs rapporté a l'extrémité de la poutre et projeté dans la base liée a la
direction de la poutre, a pour composantes :

N =-Fcosl5® ; T=-Fsnl5® ; M;=dFsgnl5°

Nota : il y a auss une composaite de flexion suivant linertie la plus forte de la poutre. On
négligera son effet. Compte tenu des rigidités associées a chague ollicitation, les déplacements
du point M correspondant vaent :

UN:N/KN:2,91O'7F
Ur=T/Kr=3310°F (Ui enmm avec F en N)
Uwt=dM/Km: =4,910C F

On congtate que, pour cette configuration, le déplacement provenant de la souplesse de la poutre
et le plus devé en flexion qud que soit I'effort de coupe F. Cest donc essentiellement cette
raideur que |'on cherche a augmenter dans la conception de la machine.

Section 22 : Pulsations propres en traction, flexion d’un seul bras

Q22.1 On isole un trongon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD en projection
sur |'axe de la poutre donne :

2 2 2
NEer) - NO) = r Sax LU qe N =g T 5 TUD _ ETU ()
X Tt roqx
avec: Ux) = Uy coomt > = o+ u=0
Soutionscutype:  WX)=Acos x+Bsinl x avec:w?=1 25

La poutre est encastrée en X = 0 : U(x=0) = 0 - A=0. La déformée est donc une sinusoide et la
longueur d'onde Lk associée ala k-éme pulsation propre wy est donnée par :

L|<:2[Z)/||(:@JE
W yr

Q.22.2 Sanslamase M, I'extrémité x = L; est libre de charge :
NL) =0> Y =0 @dLi=0> ln= (2k+1)

X=

Cequi donne:: Wiy = (2k +1) ( avec: wy = 27 [ 4000rd/s ou f1 =636 Hz

Q.22.3 AveclamaseM al' extrermtex Lt, lacondition I|m|teSecr|t.



U U .
-N(Lt):Mﬂ—z 5> s :Mﬂ—2 > ESlcod Li=Mw?snl Ly
ﬂt x=L¢ ﬂX X=Ly ﬂt x=L¢
Cequi conduit &:
1A _
—-tanX=0
r |
LY =tanlL, ou: i XM
| LtM . — poutre , —
[A= =X =1L

Dans notre cas : A = 2,56 ce qui correspond au graphique en annexe 1 - courbe noire pour X=1 -
la poutre et deux fois et demi plus lourde que la masse a son extrémité. D'aprés ce méme
graphique, la premiére pulsation propre correspond a X = 1,1 (premiére intersection des courbes
rouge e noire). La mase M réduit assez fortement la vaeur de la premiére pulsation propre qui
passe de 4000 rd/s sansmasse a :

= ltl rE:28OOrd/s ou f1 =446 Hz.
Soit un écart de prés de 30%. Ce réaultat est assez logique puisque globdement, sur un systeme
éadtique, la pulsation propre est de l'ordre de la racine de la raideur sur la masse. S on augmente
lamasse araideur égale, on réduit la pulsation propre.

La plupart des candidats ayant abordé cette partie, n'a traité que le cas décole de la poutre
encadrée libre. Rares sont ceux qui ont exprimé correctement la condition limite avec la masse
et pami eux, encore plus rares sont ceux qui arive a l'exploitation de la courbe donnée en
annexe. D'une maniere générde, les candidats ne font pas les goplications numériques ce qui est
une aberration sachant que les caculs proposés doivent permettre de judtifier des choix de
solution.

Q.22.4 On isole un troncon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD donne les 2
relations suivantes :

T(x+dx) - T(X) =r Sdx

W1

% &t Mf(X+dX)'Mf(x)"'dXT(X-l-dX):rldX%

Avec dans le cadre de I'hypothése de Bernoulli : M(X) = El %

On montre que S la poutre et dancée il e légitime de négliger le terme dinertie en rotation de
la section devant le terme dinetie en trandation suivant Y. Ce qui conduit a ['éguation
différentielle du quatriéme ordre :
TV(xY) , El 1'V(xt) o

> rs It

Avec : V(x,t) = v(x)coswt  cette rdlation devient : w?v(x) = rEIS v@(x)

La forme proposée dans I'énoncé vérifie la rdation précédente pour toutes vaeurs de | tdles
que:
w? =]+l
rs
De plus, s la poutre en encastrée en x=0, les conditions limites en déplacement et rotation
donnent :
v0O)=0 >a+g=0 & V(O0)=0->b+d=0
Q.22.5 S I'extrémité est libre (pas de masse) on aboutit aux conditions classiques :
Mi(L)=0 > V'(L;)=0 - a(cod Li+chl L;) + b(gnl Li+shl L) =0
TL)=0 > V"(L))=0-> a(gnl Li- shl L) - b(cod Li+chl L;) =0
On doit avoir un dé&erminant nul pour ne pas tomber sur la solution trivide a = b = 0. Ce qui

-6-



conduit alarelation définissant lesvadeursdel  possbles:
1

chl L,
Graphigquement ou par itération, on obtient les vaeurs suivantes :

cosl L, =-

l1Le =0,597p ;1 oLt = 1,491p ;| ksl ™ (2k+1)p/2

On en déduit la premiere pulsation propre en flexion de la poutre :
_ (0,597p)* [EI B o .
Wi = T TS =253rd/s ou f1=402Hz (8x moinsquen traction)

Avec la masse M a I'extrémité, la condition sur le moment fléchissant ne change pas, mas la
condition sur I'effort tranchant devient :

V(1)

3
£ 1 V(>3<,t)
qt

X

2
_ Vo)

9
X=L¢ ﬂtz

-T(L)=M

x= Lt X= Lt

> Bl 3a(§nl Li- s Ly) - b(cos Le+eh L)} = -Mw?{a(cod Li- chl Ly) + b(sn Le-shl L)}

> a(sn Le- sl Ly) - b(cod Leteh L) + 1 L {a(cod Li-chl L) + b(sn Li-sH L)} =0

poutre

Cette derniére éguation associée a la condition limite M¢(L;) = O donne un systéme dont le
déterminant doit ére nul pour éviter lasolutiontrividea =b =0.

En posant, comme pour la question 22.3 : A = Mgoure/M & X = | L; le déerminant conduit a la
relation suivante :
sn XchX - shXcosX A _
1+ cos XchX X

Que l'on peut résoudre graphiquement gréce au graphique de I'annexe 2. Ce qui donne pour la
premiéreracine: X3 = 1,4. D'ou on tire lavaeur de lapremiéere pulsation propre de flexion :

2
Wy = ll__f % =141rd/s ou f1=224Hz (44% de différence avec |e cas sans masse)
t

Soit une fréquence propre 20 fois plus faible en flexion (22Hz) gu'en traction (446Hz).

Q.22.6 La premiere fréquence propre de flexion se trouve dans la plage dexcitaion
correspondant a l'usinage TGV (0,5 a 50Hz). 1l y a donc risque de résonance. Nous dlons voir
dans la partie qui suit comment la structure pardldle de la machine présentée permet de réduire
les risques de résonance.

Section 23 : Détermination approchée des pulsations et modes propres par la
meéthode des éléments finis



Q23.1 On isole un trongon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD en projection
sur I'axe de la poutre donne :



Partie 3: Mécanique des fluides

Section 31 : Mise en équation du vérin d'équilibrage. Etude de I'écoulement de
I'huile entre le vérin et 'accumulateur en régime établi.

Q.31.1 - Lorsgue le systéme est a I'arrét, les forces en présence sont le poids que I'on
équilibre et les efforts de pression de I'huile sur le piston du vérin. On peut négliger en
premiere approche I’influence du frottement. On adonc & Fey = 0 d'ou :

Ixg  -(M+m)g.sin(f 10) + p..S1 =0 (en pression relative)

La pression p; de I'huile sous le piston en fonction des différentes masses et des dimensions
du vérin est :
p1 = (M+m)g.sin(f 10) / S

AN. p1=19,43.10° Pa( 19,4 bar)

Q.31.2 - Lorsque la machine est en mouvement, la force Fr, exercée par le bras de la machine
sur latige du vérin est décomposable en deux termes : le poids que I'on équilibre et I'action du
moteur linéaire Fy qui peut ére motrice ou réceptrice. La force de frottement soppose
toujours au déplacement. L'équation en dynamique du vérin sécrit donc :

- pour un mouvement descendant

I X4 (M+m).d?xo/dt® = p1.S; + F - (M+m)g.sin(f 10) + Fm
- pour un mouvement ascendant
I X1 (M+m).d?x/dt> = p1.S; —F - (M+m)g.sin(f 10) + F
Nota : Lorsque la vitesse est constante, I'accélération d®x;/dt? est nulle.

Q.31.3 — Dans ce cas, de I'huile se trouve entre le piston et le cylindre du vérin. Le jeu étant
faible par rapport au diametre du piston, le probleme est modélisable par un écoulement de
type Poiseuille plan. Une paroi est fixe, I'autre est mobile, avec une vitesse égale a celle du
piston. La force de frottement visqueux ala forme suivante :

Frv = t-Slatéralepi.'iton

v

Frv =L % . Saéraepison

On peut supposer une répartition linéaire des vitesses, le gradient des vitesses ﬂeﬁt

Tin
proportionnel ala vitesse du vérin, d'ou :

Frv = f.dxq/dt (proportionnalité entre la force de frottement et la vitesse du piston du vérin).



Fr = Frv + Freec
Q.31.4 - Expression locale de la conservation de la masse pour un fluide incompressible.

I vdivra=0
it

Q.31.5 - Expression vectorielle des équations généradles de la dynamique des fluides
newtoniens (éguations de Navier- Stokes)

Du
rf- gradp+mDii=r —
graap Dt

Pour déterminer dans une section donnée de la conduite la répartition des vitesses, il faut
simplifier le vecteur vitesse.

® 0
Onau=¢0 +
& (r,2) g
'z . Ly, . ‘Huk _
L 'éguation de continuité donne : ‘H_ =0
z
/ék: O:_p miléeﬂ_kg
L rfre Trg
Ug = d_pr_ Alnr +B
L 4m
) 2
CL:ir=R  w=0 b B=_%P R
L 4m
r=0 _dUk =0 P A=0
dr

dou |uy =- dpi(Rz_ r2)

Q.31.6 - Pour relier le débit volumique d'huile Q,, le gradient de pression dTp la viscosité

dynamique p de I'huile et le rayon R de la conduite, il faut effectuer une intégration.

. 4
OnaQ, = (‘)SU.ﬁ.dS: Q)Ruk.Zpr.dr dou Q, :#F’Si
m

Pour relier le gradient de pression et |la vitesse débitante de I'huile uy, il suffit de noter que un
=Q//S.



Q _-dopR* 1 _dp R? o |dp _ - 8mup,

S L 8mpRr? "L ’'8sm L R2

Onauy =

Puis on traduit la conservation du débit.

Q=vS=h S P

Q.31.7- Expression de la contrainte de viscosité ty,

Onat :maéTU_kg
e " a-r
. dp
Relation entretpetT.
dp R
éﬂﬂg :%E dou tp —m_p__
efrg-g L 2u L 2u

Laforce de frottement exercée par I'huile sur la paroi de la conduite est :

dp R
Ft = Up.Sparoi = m—p.—.ZpRL = DPconduitePR”
L 2u
|Ff = DpPcongtiteP R2|

La puissance perdue par frottement pour une vitesse débitante de I'huile y, et une longueur
de conduite L est :

Pr = Ff.Un = DPconduiteP R2um p |Pf = Dpconduite-Qv|

Q.31.8 - Relationentre le coefficient de perte de charge et le nombre de Reynolds Re.

81U 16u.D
= - TD = - R2 | = DA = 64“ :g
ru2m I’U2m F'Um r -um-D Re
2 2
64 . o : , : .
= e (Résultat @ émentaire de dynamique des fluides visqueux)

Q.31.9 - Leterme un?/2 dans I'équation de Bernoulli représente I'énergie cinétique du fluide
par unité de masse. Lorsgu'on utilise la vitesse débitante, il est normalement nécessaire de
faire apparaitre un coefficient correctif appelé coefficient d'énergie cinétique. Il est égal a2 en
régime laminaire. Lorsque le fluide débouche dans la chambre du vérin ou dans
['accumul ateur, cette énergie cinétique est perdue.

Q.31.10 - Pour obtenir une relation entre la pression p dans I'accumulateur, la pression p
dans le vérin, | , lesdifférents z, la vitesse v du vérin et les différentes variables géométriques



de l'installation, on applique le théoréme de Bernoulli généralisé entre un point 1 dans la

chambre du vérin et un point 2 de I'accumulateur (on néglige l'influence des forces de
pesanteur).

2 2

Vi Vo
+r—= +r ~=—+D
P1 5 P2 5 Y

2
Onaw=Vv ;%u»0 ;Dp:a%?£9+a29rum
ge Dg [}
> Lo . Orum? rv2
D'ou  py- pZZ%—++aZ_+, LB
ge Dg g 2 2
Lo o 6rv2S2 rv2
P1- p2=?—++a = 812 -
B L, 080 2
p1- P2 =§C B+az 2 -1;__
é gs? 5 2

Cette relation peut étre ramenée a la forme suivante : p1 —pz = A*v + B*V

8mu,,L _ 8mu LSl

On apour les pertes de charge linéaires: DR, e = = = =Av
2 Orv 2
P - pZ—AV+§az)Sl—-l_ = Av +By?
§ s* 52

Lorsgue le vérin monte, la section de la conduite étant constante, les pertes de charge
linéaires sont inchangées. Les pertes de charge singulieres a I'entrée et la sortie peuvent étre
différentes selon la configuration. En premiére approche, on peut supposer que seul le signe
de p1 — p2 change.

Q.31.11-A.N.
p1 —po = 2,068.10° Pa

Puissance dissipée par frottement pour une vitesse v du vérin.
Pr=(p1—p2)Qu=(p—pP2)v.S

AN. Pr=524 W

Pour justifier I'nypothése sur I'écoulement, il faut calculer le nombre de Reynolds. Dans une
conduite circulaire, on peut supposer I'écoulement laminaire s Re < 2300

Re=r .un.D/u = 1450



Section 32 : Etude de I'écoulement de I'huile entre le vérin et I'accumulateur en

régime non établi.

Q.32.1 - Expression du théoreme de Bernoulli en régime non permanent appliqué en deux
points d'une ligne de courant.

Pour un écoulement unidimensionnel le long d'une ligne de courant, (‘%V.dt est éga a

~v
(ﬂ—dx.

1t
S I'on néglige I'action de la pesanteur, le théoréme de Bernoulli en régime non permanent
sécrit ( pour I'unité de masse) :

2

(ﬂdx+£+v_ =c'e

1t r 2
Q.32.2 - Pour relier p1 - p2 a l'accélération du vérin et aux variables géométriques de

I'installation, on applique successivement le théoréme de Bernoulli
entre un point 1 au niveau du piston et un point 1' proche de I'entrée dans la

conduite
entre un point 1" a I'entrée de la conduite et un point 2 a la sortie de la

conduite.

2 , 2
Ona &+L:dﬂdx+&+i
r 2 qit r 2

: - . . 0
W_ Cte=a( I'accélération du vérin est retransmise au fluide) ; Q dx=C;vi=vp =V

dou ﬂ:aC+_

T2 QT T2
Vi = W = U (vitesse de I'huile dans la conduite ) ; u = v.S/S ; %:Cte:aslls ;

c‘f,dxz L
dou Prog>) P2
r S r

On néglige l'influence de la variation de la vitesse a l'entrée: pyr = pr-



2y

d'ou findement |Pr- P2 =T a.(C+

Q.32.3 -’ expression de la puissance instantanée nécessaire a |'accél ération de I'huile est :

Pacc = (P1 —2)-Q = (P1— P2 ). V.S

Pacc =1-a(C+ SlL)S_LV

Il faut un tempst; pour passer de 0 av. Pour une accélération constante, t; = v/a.
L'énergie que le piston du vérin doit fournir a I'huile lorsqu'il passe d'une vitesse nulle a une

vitesse v est obtenue par intégration.

Ona: E= dl P dt =1 .a(C +% L).S_L.Qj1 vdt=r.a(C+ % L).Sl.dlat.dt

E=r (C+L.81/S).Sl.vzlz1

Autre approche du probleme qui permet de trouver le résultat.

E=rS.CV42 + rSL.(S/S)>2 V2
=rS1.CV?/2 + rSL.U2 (u=v.S1/9)

Ona:Mp1=rS$;.C (Masse del'huile dans la chambre inférieure du vérin)
Mp2=rSL  (Masse de I'huile dans la conduite).

E= Mp VP2 + Mp.lP/2

E représente I'énergie nécessaire pour amener le fluide initialement au repos a une vitesse
donnée. C'est I'énergie cinétique du fluide.

Applications numériques.
p1—p2 = 4,5.10° Pa
Pacc = 1130 W
E=376J

Conclusion: Le régime transitoire peut influencer 1égerement le fonctionnement de la
machine.



Section 33 : Etude de I'accumulateur. Bilan des puissances.

Q.33.1 — On applique le PFD au niveau de la membrane de I'accumulateur. La force de
frottement et les quantités d'accél ération sont faibles. On peut supposer que p2 » P

Q.33.2 — Pour établir I'expression du volume initial d'azote Vyo dans I'accumulateur en
fonction de la pression P, de Dpmaxi € des caractéristiques géométriques du vérin, il faut
traduire I'hypothése sur la nature de la transformation. La compression est supposée
isentropique. On a:

P20.Vao® = P1.V2r®

Vo1 =Vx-DV ; DV =CpD%a.

@ Vy O
P21 = P2 gm—
20 - )

g9 0

DPraxi = Po1 —Po = oné% Vo 9 -10

§eV0- Vg g
g

DPmaxi e V20 0
+1= =
Py i 0}6
Posons K = gﬂ +1x
Px @
V20 = K1 (V20- DV)

K
Vo= —=E_ DV
K- 1

Le volume minimum de I'accumulateur est : V1 = 1,1 Vo9

Application numérique:
Ki= 1,1029 ; Vi =7,53.10°n?;V; =8,29.103 nT

Q.33.3- Travail de compression W lorsgue le vérin se déplace sur latotalité de sa course.

W = Ql PV avec PV = Py Vagd = Py Vad = Ce =K,
W=-Kp 42V 90V = X2 o]
20 -g+1 20

K - -
— "2 [\/21 g+1_V20 g+1]
g-1



[

W =— 1(|:’21V21 - PooVp)

«

A.N. W=1537J

Q.334 - Lacompression est isentropique. On utilise les relations de Poisson ou la loi des
gaz parfaits pour calculer latempérature To;.

) y
2 Fal9 ¢ oo Pata g 30k
To &Pog Pao Voo

Validation del"hypothése d'une évolution isentropique.

La température éant proche de celle du milieu ambiant, la compression étant rapide, la
transformation peut étre supposée adiabatique. Le frottement peut étre négligé en premiére
approche, la compression est ains réversible. L'hypothese d'une évolution isentropique est
donc satisfaisante. Toutefois la variation de température est faible, on peut donc modéliser
plus simplement la compression par une évolution isothermique.

Letravail de compression s |'évolution est supposée isothermique est :

W, = Q} PdV avecPV =C®=K,

_ Vo dV o Voq
—-- KZQZOT - - KZ[an]VZO

V
W2 =- P20V20 In T2
Voo

A.N. W, = 1507 J (Proche de W;)

Q.33.5 - Pour un déplacement % du piston, on envoie un volume DV = S.x, d'huile de la
chambre inférieure du piston vers |'accumulateur. Le volume d'azote dans |'accumulateur
devient :

V:V20-DV

Voo - DV

20
On effectue un développement limité du logarithme.

Ona: W2 =- P20.V20 In

W, » - on.vzo'vﬂ =Py SX,

20
On peut vérifier pour %, = C lavalidité de larelation: Wy = 1435 3 ( » W)



On peut donc en déduire la puissance de compression:
dx _
Peomp = PZOSla = Py.S.v=5127W

Q.33.6 - Lorsgue la vitesse est constante, il faut vaincre les pertes de charge, le frottement du
piston, comprimer |'azote. On récupere I'énergie potentielle de la masse qu'on équilibre. La
puissance nécessaire a la descente du piston du vérin lorsque la vitesse v est constante est
donc :

Precessaire = (P1-P2).S1.V + Fr.V + Py.S v - (M+m)g.sin( f 10).v

Conclusion: On constate que le systéme réalise bien une fonction d'équilibrage. En effet,
lorsque le piston descend, la puissance de compression correspond sensiblement a celle qu'on
récupere par gravité. Lors de la montée, la puissance récupérée par la détente de I'azote
compense celle nécessaire pour vaincre la gravite.

La puissance transmise par le moteur au bras du piston du vérin sert principalement a
compenser les frottements.



