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Deuxième partie : Mécanique des solides déformables

La stabilité du positionnement de la broche d’usinage dépend fortement de la rigidité de la structure de mise en position d’une part et des modes de vibration de cette même structure d’autre part. Dans cette partie, nous allons quantifier les raideurs en traction, flexion et torsion d’un des deux bras modélisé par une poutre à section variable. Cette modélisation nous permettra de définir un moment quadratique et une section équivalente pour la détermination simplifiée des modes propres. La comparaison de la pulsation critique d’un bras simple par rapport à l’association en parallèle des deux bras, solution effectivement retenue, montrera l’intérêt des systèmes à structure parallèle.

Section 21 : Calcul des raideurs en traction, flexion et torsion d’un bras

La figure 21.1 montre la schématisation retenue (poutre P) pour un ensemble : bras + caisson. Le caisson de longueur l est schématisé par une poutre de section en U, le bras de longueur L qui coulisse à l’intérieur du caisson est schématisé par une poutre à section rectangulaire. On distingue 3 zones : (1) caisson seul, (2) caisson + bras, (3) bras seul. La longueur de ces trois zones dépend de la position du bras par rapport au caisson. Le bras et le caisson sont en alliage d'aluminium afin de réduire au maximum les masses et inerties. Pour une position donnée, on supposera que l’ensemble bras + caisson est suffisamment ajusté pour être considéré comme un matériau homogène (on néglige la discontinuité au niveau de la liaison). Par voie de conséquence, la section du tronçon (2) est aussi un rectangle.

[image: image1.wmf]
Figure 21.1 : Modélisation d’un bras par une poutre à section variable

Remarque : considérer le tronçon (2) comme une poutre unique est une modélisation légitime en flexion, plus discutable en traction compression. Nous travaillerons néanmoins sur cette modélisation dans la suite du problème.

Q.21.1 – Déterminer les aires des sections S1, S2 et S3 ainsi que les moments quadratiques I1, I2 et I3 par rapport à l’axe 
[image: image2.wmf] pour chacun des trois tronçons de la poutre (P). Le tableau 21 précise les valeurs des dimensions pour les différents éléments.

h
300 mm

b
1000 mm

e
200 mm

l
950 mm

L
1560 mm

Tableau 21 : Valeurs numériques des caractéristiques géométriques de la poutre (P)

Dans les questions qui suivent on négligera l’effet de flexion induit par le décalage des lignes moyennes entre les trois tronçons. Les matériaux du caisson et du bras sont identiques, de module élastique E = 70000 MPa et de coefficient de Poisson  = 0,25. On se place dans le cas extrême pour lequel : a = 440 mm (figures 21.2 et 21.3).

Q.21.2 – On considère que la poutre (P) est encastrée à son extrémité gauche et soumise à une charge normale N (figure 21.2). Déterminer l’allongement de chaque tronçon et en déduire la raideur longitudinale KL de la poutre (P). KL est définie comme le rapport entre la charge N et l’allongement total de la poutre (P).

[image: image3.wmf]
Figure 21.2 : Poutre à section variable soumise à de la traction ou de la compression

Q.21.3 – On considère que la poutre (P) est encastrée à son extrémité gauche et soumise à une charge tranchante T (figure 21.3). Déterminer la déformée de chaque tronçon et en déduire la raideur transversale KT de la poutre (P). KT est définie comme le rapport entre la charge T et la flèche à l’extrémité chargée. On ne considérera pas l'effet de l'effort tranchant sur la flèche, ce dernier étant négligeable devant l'effet du moment fléchissant.
[image: image4.wmf]
Figure 21.3 : Poutre à section variable soumise à de la flexion

Q.21.4 – Par comparaison avec le cas d’une poutre de même longueur totale Lt (i.e., Lt = L1 + L2 + L3) et de section uniforme proposer une section équivalente Se et un moment quadratique équivalent Ie au sens de la rigidité. En déduire le rapport  défini par la relation :


[image: image5.wmf]
Q.21.5 – On considère que la poutre (P) est encastrée à son extrémité gauche et soumise à un couple de torsion Mt. Nous allons mettre en place une méthode permettant de déterminer la raideur en torsion de manière approchée pour chacun des trois tronçons.  est le coefficient de Lamé, module élastique en cisaillement et K est l’angle unitaire de torsion. On rappelle que les contraintes sont définies par la fonction de torsion (y,z) sur une section droite de la poutre :

xy = K 
[image: image6.wmf]        et          xz = - K 
[image: image7.wmf]
Avec :

(y,z) + 2 = 0 en tous points de la section 

[image: image8.wmf]
Figure 21.4 : Section droite de la poutre (P) dans les tronçons (2) ou (3)

Montrer que les contraintes vérifient les conditions limites sur les faces latérales (contour ) de la poutre si : (y,z) = 0 en tous points du contour extérieur 
Q.21.6 – Fourier a établi que pour une section rectangulaire (figure 21.4), la fonction de torsion solution est un développement en série. L’analyse de la solution montre qu’une approximation par la fonction  définie ci-dessous donne une excellente estimation de la raideur.

(y,z) = A(y2-h2/4)(z2-b2/4)

On vérifie aisément que la fonction  est nulle sur le contour  de la section, mais son Laplacien n’est pas égal à « -2 ». Montrer l’équivalence entre la formulation variationnelle ci-dessous vérifiée pour toute fonction test * et le problème défini à la question Q.21.5. 


[image: image9.wmf]
Q.21.7 – La fonction test * choisie est de la même forme que la fonction de torsion approchée i.e., (y,z) = A*(y2-h2/4)(z2-b2/4)  avec A* quelconque). Déterminer l’expression de A qui vérifie la relation établie à la question Q.21.6. En déduire l’expression des composantes xy et xz de la matrice des contraintes.

Q.21.8 – Sous l’effet du moment de torsion Mt, le premier tronçon se tord d’un angle 1 qui vaut : 1 = 0,63 10-12 ( Mt  (avec Mt en N.mm). Calculer 2 et 3 à partir de la fonction de torsion définie à la question précédente. En déduire la rigidité à la torsion Mt définie par le rapport entre le moment Mt et l’angle total entre la section encastrée et la section d'abscisse x = L1 + L2 + L3. 

Q.21.9 – On se place dans la configuration décrite sur la figure 21.5. Commenter le poids relatif des raideurs à la traction ou compression, flexion et torsion sur la précision de la position du point M où s’appliquent les efforts de coupe F. On pourra considérer le cas d'un effort de coupe F vertical (dirigé suivant -Y). Dans le cas le plus défavorable le bras de levier d peut atteindre 800 mm.

[image: image10.wmf]
Figure 21.5 : Définition de la configuration retenue pour la comparaison entre les sollicitations de traction-compression, flexion et torsion 

Section 22 : Pulsations propres en traction flexion d’un seul bras

Dans cette section, on simplifie encore un peu la modélisation adoptée pour la poutre (P). Celle-ci est illustrée sur les figures 22.1 et 22.2. La torsion est volontairement négligée pour ramener le problème à un problème plan. On considère une poutre de longueur Lt et section uniforme caractérisée par les aire et moment quadratique Se et Ie définis à la section précédente.  On étudie la réponse dynamique d’un système constitué d’une seule poutre sous des sollicitations de traction-compression et de flexion. Pour cela on suppose la poutre encastrée à une extrémité et la broche porte-outil est assimilée à une masse ponctuelle M située à l’autre extrémité (M = 200 kg).  La masse volumique du matériau constitutif de la poutre est notée  et vaut 2700 kg/m3. Les caractéristiques géométriques de la section droite sont définies dans le tableau 22.

Lt
2000 mm

Se
9,5 104 mm2

Ie
3,0 108 mm4

Tableau 22 : Valeurs numériques des caractéristiques géométriques de la poutre (P)

Q.22.1 – Dans cette série de questions, on ne considère que les déplacements longitudinaux (suivant l'axe 
[image: image11.wmf]) des points de la poutre (P) de la figure 22.1. En isolant une tranche de longueur « dx » de la poutre (P), établir une relation différentielle du second ordre vérifiée par la fonction « u(x,t) ». Montrer que les fonctions « u(x,t) » de la forme :

u(x,t) = u(x).cost

peuvent être solution de cette équation différentielle.  En déduire la forme de la fonction « u(x) » vérifiant cette relation différentielle. Quelle relation lie la k-ième pulsation propre k avec la longueur d’onde de la forme propre associée ?

[image: image12.wmf]
Figure 22.1 : Définition du problème de vibrations longitudinales

Q.22.2 – Montrer que, sans la masse M à l’extrémité, les pulsations propres sont de la forme :


[image: image13.wmf]
Q.22.3 – Montrer qu’avec la masse M à l’extrémité, les pulsations propres peuvent être déterminées  en résolvant :


[image: image14.wmf]
On précisera la valeur de la constante A et on pourra utiliser le graphique du document en annexe 1 pour résoudre graphiquement cette équation. Que vaut la première pulsation propre de traction-compression de ce système ? Commenter l’influence de la masse M sur la valeur de cette pulsation.

Q.22.4 – Dans cette série de questions, on ne considère que les déplacements transversaux (suivant l'axe 
[image: image15.wmf]) des points de la poutre (P) (figure 22.2). De plus, on néglige les termes d’inertie dus aux rotations des sections droites devant ceux dus aux déplacements transversaux. En isolant à nouveau une tranche de longueur « dx » de la poutre (P), établir la relation différentielle du quatrième ordre vérifiée par la fonction « v(x,t) ». Ici encore on cherche la solution sous forme découplée d'un produit d'une fonction de x et d'une fonction de t :

v(x,t) = v(x) cost

En déduire que la fonction « v(x) » est de la forme :

v(x) =  cosx +  sinx +  chx +  shx

[image: image16.wmf]
Figure 22.2 : Définition du problème de vibrations transversales

Q.22.5 – A partir des résultats précédents, déterminer, avec et sans la masse M à l’extrémité, les pulsations propres associées aux modes transversaux de la poutre. On pourra utiliser avec profit l'annexe 2 qui propose le graphe de la fonction f(x) : 


[image: image17.wmf]
La constante A a la même signification que dans la question 22.3. Comparer la première pulsation propre de flexion de ce système avec la première pulsation propre de traction-compression. 

Q.22.6 - La plage des fréquences d'excitations qui correspondent à l'usinage TGV varie de 0,5 à 55 Hz. Conclure sur les valeurs obtenues.

Section 23 : Détermination approchée des pulsations et modes propres par la méthode des éléments finis

Dans cette section, on se propose de déterminer les pulsations propres du système par la méthode des éléments finis. Pour les modes de traction-compression, les fonctions de forme sur l’élément de longueur L sont définies ci-dessous :


[image: image18.wmf]
Q.23.1 – Donner une signification aux termes inconnus Ui(t). Expliciter les matrices [N], [B] et [K] intervenant dans l’expression des énergies potentielle élastique V(P) et cinétique T(P) de la poutre (P). On se placera dans le cas d’une discrétisation élémentaire de la poutre (P) par un seul élément de longueur Lt :


[image: image19.wmf]
Q.23.2 – Calculer les énergies potentielle V et cinétique T de l’ensemble poutre (P) + masse (M) et en déduire les matrices de masse et de raideur de ce système. Ces matrices sont définies par les expressions suivantes :


[image: image20.wmf]
En déduire une approximation de la première pulsation propre du système en traction-compression et comparer avec les pulsations déterminées aux questions 22.3 avec ou sans la masse M.

Pour les modes de flexion, les fonctions de forme plus complexes sont définies ci-dessous :


[image: image21.wmf]
Q.23.3 – Donner une signification aux termes inconnus Vi(t) et i(t). Expliquer pourquoi les fonctions de forme sont plus complexes que dans le cas de la traction-compression. Calculer les énergies potentielle V et cinétique T de l’ensemble poutre (P) + masse (M) et en déduire les matrices de masse et de raideur de ce système. En déduire une approximation de la première pulsation propre du système en flexion et comparer avec les pulsations déterminées aux questions 22.5 avec ou sans la masse M. 

Pour cette question, on donne les matrices [K(P)] et [M(P)] relatives à la poutre (P) seule :


[image: image22.wmf]
Dans cette dernière série de questions de la partie 2, on se propose de comparer les modes obtenus précédemment avec le cas de la structure parallèle UTGV. Pour cela, on considère la disposition critique donnée par la figure 23.1 et on souhaite calculer les pulsations propres de cette structure. On ne cherchera pas à faire tous les calculs, on se limitera à la mise en place de ces derniers ainsi qu’à l’interprétation des résultats fournis.

[image: image23.wmf]
Figure 23.1 : Définition du problème de vibrations sur structure parallèle

Q.23.4 – Soient deux poutres articulées entre elles et à chacune de leur autre extrémité, avec le bâti fixe. Les longueurs, aires et inerties sont identiques à la poutre (P) de la section 22. Les matrices de masse et de raideur sont donc identiques dans le repère local de chaque poutre. Comment passe-t-on à l’expression de ces matrices dans le repère global de la structure ?

Q.23.5 – Exprimer la colonne des déplacements de la structure sans prendre en compte les conditions limites en déplacement. Assembler la matrice de masse et de raideur toujours sans prendre en compte les conditions limites. Que devient le système après prise en compte des conditions limites ?

Q.23.6 – La masse M est disposée au niveau de l’articulation entre les deux poutres. Que devient la matrice de masse de la structure ?

Q.23.7 – On donne, ci-dessous, les résultats d’un calcul effectué par la méthode des éléments finis sur une structure identique modélisée par deux éléments (1 élément par poutre, le nœud (2) est le nœud de jonction entre les deux poutres). 

Rotation de la section au nœud (1) due à la déformation de la poutre gauche 
1
-0,45 rad

Déplacement suivant X du nœud (2)
U2
0,003 mm

Déplacement suivant Y du nœud (2)
V2
4,1 10-13 mm

Rotation de la section au nœud (3) due à la déformation de la poutre gauche
3
-0,45 rad

Mode propre 

Pulsation propre : 1 = 67 rad/s
Tracer l’allure du mode propre correspondant à la première pulsation propre 1. Comparer la valeur de cette dernière avec les résultats pour une poutre encastrée seule. Compte tenu de la plage d'utilisation de la machine UTGV (voir question Q.22.6), conclure sur l'intérêt d'une structure parallèle.
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