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(note du CNR CMAO : voir le corrigé des parties 1 et 3 dans le fichier Corrige.pdf) 
Partie 2 : Mécanique des solides déformables (corrigé)
Section 21 : Raideurs en traction, flexion et torsion d’un bras

Q21.1
Les aires des 3 tronçons de poutre valent : 

S2 = hb = 0,3 106 mm2
S3 = (h-e)(b-2e) = 60 103 mm2
et S1 = S2 - S3 = 0,24 106 mm2
Pour les calculs de flexion demandés par la suite, c’est le moment par rapport à la ligne neutre que l’on souhaite calculer (ligne discontinue). 

I2 = bh3/12 = 2,25 109 mm4
I3 = (b-2e)(h-e)3/12 = 0,05 109 mm4
Pour le tronçon (1) la simple différence ne suffit pas car les sections n’ont pas même centre d’inertie.:

yG1 S1 = yG2 S2 - yG3 S3     (    yG1 = 175 mm
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Par le théorème de Huygens on transporte les moments I2 et I3 en G1 :

I2G1 = I2 + d122 S2      avec : d12 = 25 mm

I3G1 = I3 + d132 S3      avec : d13 = 125 mm

( I1 = I2G1 – I3G1 = 1,45 109 mm4
Q21.2
Sous l'effet de la charge N chaque tronçon (i) subit une contrainte i = N/Si et il s'allonge d'une longueur :

Li = NLi/ESi
L'allongement global vaut : Lt = L1 + L2 + L3     ( KL = N/Lt
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Q21.3
Sous l'effet de la charge T chaque tronçon (i) est soumis à de la flexion. Le moment fléchissant Mf(x) s'exprime :

Mf(x) = T(L1+L2+L3 - x) = T(Lt - x)

On calcule la flèche à l'extrémité par le théorème de Castigliano :

 = ∂W/∂T      avec : W = 
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Raideur transversale :   KT = T/mm. Cette rigidité beaucoup plus faible qu'en traction (environ 430 fois).

Q21.4
On détermine la section Se et le moment quadratique Ie conduisant aux mêmes raideurs par identification :
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Le rapport  défini dans l'énoncé devient :
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Q.21.5 Les conditions limites de bord libre sur le contour de la section droite s'écrivent :
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Le vecteur 
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 doit être parallèle à 
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 en tout point du contour de la section droite. Dans ces conditions 
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 est normal au contour, ce qui implique que la fonction  est constante le long du contour. On choisit arbitrairement =0 pour le contour extérieur, ce qui est sans conséquence puisque les contraintes sont obtenues par dérivation de .

Q.21.6 La fonction  doit vérifier la condition : +2=0 en tout point de la section et =0 en tout point du contour. Une solution approchée doit vérifier au mieux ces deux relations, pour cela on considère une famille de fonction approchée  telle que =0 sur le contour et on fait vérifier au mieux la condition sur le laplacien en utilisant la forme faible du problème : 
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où * est une fonction scalaire quelconque. Il est clair que si la fonction  est solution du problème de torsion alors elle vérifie la relation précédente. Inversement si la relation précédente est vérifiée pour toutes les fonctions * alors  sera la solution du problème. Si on transforme l'intégrale précédente à l'aide du théorème de la divergence, on obtient la formulation symétrique en , * suivante :
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Le terme (a) se développe :
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On choisit * nulle sur le contour de la section ce qui élimine le premier terme. Ce qui conduit à la formulation suivante :
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Q.21.7 La fonction (y,z) définie par l'équation des tronçons de droites constituant le contour de la section rectangulaire donne le gradient suivant :
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La formulation de la question 21.6 conduit au calcul de deux intégrales :
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Après calculs ( 
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Q.21.8 Le calcul du moment de torsion se fait par :
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Tronçon (2) : 
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Tronçon (3) :


[image: image24.wmf]M

t

=

5

m

K

b

-

2

e

(

)

3

h

-

2

e

(

)

3

18

b

-

2

e

(

)

2

+

h

-

2

e

(

)

2

(

)

     avec 

:

K

=

q

3

L

3

pour le tronçon (3)


(  rigidité en torsion de chaque tronçon :


[image: image25.wmf]q

2

=

18

1

+

u

(

)

L

2

5

E

b

2

+

h

2

b

3

h

3

M

t

=

0

,

324

.

10

-

12

M

t

q

3

=

18

1

+

u

(

)

L

3

5

E

b

-

2

e

(

)

2

+

h

-

2

e

(

)

2

b

-

2

e

(

)

3

h

-

2

e

(

)

3

M

t

=

28

,

3

.

10

-

12

M

t


Les i sont exprimés en radian et Mt en Nmm. (    
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Notons que le tronçon (3) conduit à une rigidité de 35,3 109 dans le même système d'unités. Les deux premiers tronçons contribuent très peu à la rigidité globale. 

Q.21.9 Dans la base globale 
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 (G centre d'inertie de la section x = Lt) et l'effort 
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Le torseur des efforts extérieurs rapporté à l'extrémité de la poutre et projeté dans la base liée à la direction de la poutre, a pour composantes :

N = -F cos15°   ;    T = -F sin15°    ;   Mt = d F sin15°

Nota : il y a aussi une composante de flexion suivant l'inertie la plus forte de la poutre. On négligera son effet. Compte tenu des rigidités associées à chaque sollicitation, les déplacements du point M correspondant valent :

UN = N/KN = 2,9 10-7 F    

UT = T/KT = 3,3 10-5 F 

(Ui en mm avec F en N)

UMt = d Mt/KMt = 4,9 10-6 F 

On constate que, pour cette configuration, le déplacement provenant de la souplesse de la poutre est le plus élevé en flexion quel que soit l'effort de coupe F. C'est donc essentiellement cette raideur que l'on cherche à augmenter dans la conception de la machine.

Section 22 : Pulsations propres en traction, flexion d’un seul bras

Q22.1
On isole un tronçon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD en projection sur l'axe de la poutre donne  : 

N(x+dx) - N(x) = S dx 
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avec : 



U(x,t) = u(x).cost (  
[image: image34.wmf]E
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Solutions du type :           u(x) = A cosx + B sinx    avec : 2 = 2
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La poutre est encastrée en x = 0 : U(x=0) = 0 ( A=0. La déformée est donc une sinusoïde et la longueur d'onde Lk associée à la k-ème pulsation propre k est donnée par :

Lk = 2π/k = 
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Q.22.2 Sans la masse M, l'extrémité x = Lt est libre de charge : 

N(Lt) = 0 ( 
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Ce qui donne : k+1 = 
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Q.22.3 Avec la masse M à l'extrémité x = Lt, la condition limite s'écrit :

-N(Lt) = M
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Ce qui conduit à :
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Dans notre cas : A = 2,56 ce qui correspond au graphique en annexe 1 - courbe noire pour X=1 - la poutre est deux fois et demi plus lourde que la masse à son extrémité. D'après ce même graphique, la première pulsation propre correspond à X = 1,1 (première intersection des courbes rouge et noire). La masse M réduit assez fortement la valeur de la première pulsation propre qui passe de 4000 rd/s sans masse à : 

1 = 
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Soit un écart de près de 30%. Ce résultat est assez logique puisque globalement, sur un système élastique, la pulsation propre est de l'ordre de la racine de la raideur sur la masse. Si on augmente la masse à raideur égale, on réduit la pulsation propre.

La plupart des candidats ayant abordé cette partie, n'a traité que le cas d'école de la poutre encastrée libre. Rares sont ceux qui ont exprimé correctement la condition limite avec la masse et parmi eux, encore plus rares sont ceux qui arrive à l'exploitation de la courbe donnée en annexe. D'une manière générale, les candidats ne font pas les applications numériques ce qui est une aberration sachant que les calculs proposés doivent permettre de justifier des choix de solution.

Q.22.4 On isole un tronçon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD donne les 2 relations suivantes : 

T(x+dx) - T(x) = S dx 
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Avec dans le cadre de l'hypothèse de Bernoulli : Mf(x) = EI 
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On montre que si la poutre est élancée il est légitime de négliger le terme d'inertie en rotation de la section devant le terme d'inertie en translation suivant Y. Ce qui conduit à l'équation différentielle du quatrième ordre :
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Avec : V(x,t) = v(x)cost   cette relation devient : 
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La forme proposée dans l'énoncé vérifie la relation précédente pour toutes valeurs de  telles que :

[image: image51.wmf]w

2

=

l

4

EI

r

S


De plus, si la poutre en encastrée en x=0, les conditions limites en déplacement et rotation donnent :

v(0) = 0  (  +  = 0      et      v'(0) = 0 (  +  = 0

Q.22.5 Si l'extrémité est libre (pas de masse) on aboutit aux conditions classiques : 

Mf(Lt) = 0   (   v"(Lt) = 0  ( cosLtchLt + sinLtshLt = 0

T(Lt) = 0   (     v'''(Lt) = 0 ( sinLtshLt - cosLtchLt = 0

On doit avoir un déterminant nul pour ne pas tomber sur la solution triviale  =  = 0. Ce qui conduit à la relation définissant les valeurs de k possibles : 
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Graphiquement ou par itération, on obtient les valeurs suivantes :

Lt = 0,597π  ; Lt = 1,491π  ; Lt ≈ (2k+1)π/2
On en déduit la première pulsation propre en flexion de la poutre :

1 = 
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     ou     ƒ1 = 40,2 Hz  (8x moins qu'en traction)
Avec la masse M à l'extrémité, la condition sur le moment fléchissant ne change pas, mais la condition sur l'effort tranchant devient :
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(  EI3{sinLtshLt - cosLtchLt } = -M2{cosLtchLt + sinLtshLt }
(  sinLtshLt - cosLtchLt + 
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{cosLtchLt + sinLtshLt } = 0

Cette dernière équation associée à la condition limite Mf(Lt) = 0 donne un système dont le déterminant doit être nul pour éviter la solution triviale  =  = 0. 

En posant, comme pour la question 22.3 : A = Mpoutre/M  et  X = Lt le déterminant conduit à la relation suivante :
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Que l'on peut résoudre graphiquement grâce au graphique de l'annexe 2. Ce qui donne pour la première racine : X1 = 1,4. D'où on tire la valeur de  la première pulsation propre de flexion :

1 = 
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     ou     ƒ1 = 22,4 Hz  (44% de différence avec le cas sans masse)
Soit une fréquence propre 20 fois plus faible en flexion (22Hz) qu'en traction (446Hz).

Q.22.6 La première fréquence propre de flexion se trouve dans la plage d'excitation correspondant à l'usinage TGV (0,5 à 50Hz). Il y a donc risque de résonance. Nous allons voir dans la partie qui suit comment la structure parallèle de la machine présentée permet de réduire les risques de résonance.

Section 23 : Détermination approchée des pulsations et modes propres par la méthode des éléments finis

Q23.1
On isole un tronçon de poutre de longueur "dx" sollicité en traction, le PFD en projection sur l'axe de la poutre donne  : 
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