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Épreuve d’admissibilité de modélisation d’un système, d’un 
procédé ou d’une organisation 

 
 
 
 

A. Présentation de l’épreuve 

Arrêté du 28 décembre 2009 modifié 

− Durée totale de l’épreuve : 6 heures 

− Coefficient 1 

 

L’épreuve est spécifique à l’option choisie. 

À partir d’un dossier technique comportant les éléments nécessaires à l’étude, l’épreuve a pour objectif 

de vérifier que le candidat est capable de synthétiser ses connaissances pour modéliser un système 

technique dans le domaine de la spécialité du concours dans l’option choisie en vue de prédire ou de 

vérifier son comportement et ses performances. 

 

 

 

B. Sujet 
Le sujet est disponible en téléchargement sur le site du ministère à l’adresse : 

https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agreg_externe/07/6/s2022_agreg_externe_sii_electrique_

2_1425076.pdf 

 

 

Le support d’étude de cette épreuve concerne une expérience embarquée sous un ballon 

stratosphérique (mission scientifique Pilot).  

Le sujet comporte quatre parties indépendantes : 

A - Étude de l’équilibre hydrostatique de l’expérience 

B - Asservissement et performance du pointage en azimut du télescope 

C – Instrumentation photométrique et bolomètres 

D – Mesures du fond diffus cosmologique 

 

  
  
  

  

https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agreg_externe/07/6/s2022_agreg_externe_sii_electrique_2_1425076.pdf
https://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agreg_externe/07/6/s2022_agreg_externe_sii_electrique_2_1425076.pdf


  25 

C. Éléments de correction 
 

A - Étude de l’équilibre hydrostatique de l’expérience 
 
QA-1 La poussée d’Archimède est la force particulière que subit un corps plongé en tout ou en partie 
dans un fluide (liquide ou gaz) soumis à un champ de gravité. Cette force provient de l’augmentation de 
la pression du fluide avec la profondeur. La pression étant plus forte sur la partie inférieure d’un objet 
immergé que sur sa partie supérieure, il en résulte une poussée globalement verticale orientée vers le 
haut. 
 

QA-2 𝑣𝑏 =
4

3
𝜋𝑅𝑏

3 =
4

3
𝜋583 = 817 280 𝑚3 avec 𝜌ℎ𝑒(𝑧0) = 0,1786 𝑘𝑔 ∙ 𝑚

−3 = 0,1786 𝑔 ∙ 𝑙−1  

⇒ 𝑚ℎ𝑒(𝑧0) = 0,1786 × 817 280 = 145 970 𝑘𝑔 d’hélium 

 

QA-3 Forces en présence :   �⃗�𝑎(𝑧ℎ) = 𝐹𝑎(𝑧ℎ)�⃗�𝑧 et �⃗⃗�𝑡(𝑧ℎ) = −∑𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑔�⃗�𝑧 = −(𝑚𝑏 + 𝑚𝑛 +

𝑚ℎ𝑒(𝑧ℎ))𝑔�⃗�𝑧 

A l’équilibre statique :   �⃗�𝑎(𝑧ℎ) + �⃗⃗�(𝑧ℎ) =  0⃗⃗  ⇒  𝐹𝑎(𝑧ℎ) = −�⃗⃗�(𝑧ℎ) = (𝑚𝑏 + 𝑚𝑛 +𝑚ℎ𝑒(𝑧ℎ))𝑔 

 
QA-4 𝐹𝑎(𝑧) = 𝜌𝑎𝑖𝑟(𝑧)𝑣𝑏𝑔 

 

QA-5 𝜌𝑎𝑖𝑟(𝑧) =
𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑖è𝑟𝑒

𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑖è𝑟𝑒
=

𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑖è𝑟𝑒

𝑣𝑏
=

𝑚𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑡𝑖è𝑟𝑒

𝑛

𝑃(𝑧)

𝑅𝑇𝑎
=

𝑀𝑎𝑖𝑟𝑃(𝑧)

𝑅𝑇𝑎
 

 Avec le résultat de la question QA-4 : 𝐹𝑎(𝑧) = 𝜌𝑎𝑖𝑟(𝑧)𝑣𝑏𝑔 =
𝑀𝑎𝑖𝑟𝑃(𝑧)

𝑅𝑇𝑎
𝑣𝑏𝑔 

 

QA-6 𝐹𝑎(𝑧ℎ) = (𝑚𝑏 + 𝑚𝑛 +𝑚ℎ𝑒(𝑧ℎ))𝑔 ⇒
𝑀𝑎𝑖𝑟𝑃(𝑧ℎ)

𝑅𝑇𝑎
𝑣𝑏𝑔 = (𝑚𝑏 + 𝑚𝑛 +

𝑀ℎ𝑒𝑃(𝑧ℎ)

𝑅𝑇𝑎
𝑣𝑏)𝑔 

𝑃(𝑧ℎ)

𝑅𝑇𝑎
𝑣𝑏(𝑀𝑎𝑖𝑟 −𝑀ℎ𝑒) = 𝑚𝑏 + 𝑚𝑛 ⇒ 𝑷(𝒛𝒉) =

𝒎𝒃 + 𝒎𝒏

𝑴𝒂𝒊𝒓 −𝑴𝒉𝒆

𝑹𝑻𝒂
𝒗𝒃

 

𝑨𝑵 ∶  𝑷(𝒛𝒉) =
2000+ 1100

29∙10−3−4,0∙10−3
8,31×273

817 280
= 𝟑𝟒𝟒. 𝟐𝟎 𝑷𝒂  

 

QA-7 𝑧𝑒 =
𝑅𝑇𝑎

𝑀𝑎𝑖𝑟𝑔
= 1000 ×

8,31×273

29×9,81
= 7974 𝑚  

Soit : 𝑃(𝑧ℎ) = 𝑃(𝑧0)𝑒
−
𝑀𝑎𝑖𝑟𝑔

𝑅𝑇𝑎
𝑧ℎ ⇒ 𝑧ℎ =

𝑅𝑇𝑎

𝑀𝑎𝑖𝑟𝑔
𝑙𝑛

𝑃(𝑧0)

𝑃(𝑧ℎ)
 

AN : 𝑧ℎ = 1000 ×
8,31×273

29×9,81
𝑙𝑛

103000

𝟑𝟒𝟒.𝟐𝟎 
≈ 45 𝑘𝑚 

 
QA-8 Remarquons que : 
1- La température n’est pas isotherme suivant le relevé Q2, 
2- Le modèle proposé est-il identifiable à une EDO du premier ordre ? 
La tangente à l’origine coupe l’axe des abscisses pour 𝑧 ≈ 𝑧𝑒 . Pour l’abscisse 𝑧 = 𝑧𝑒, on vérifie 

facilement que la pression 𝑃(𝑧𝑒) = 0.63 × 𝑃(𝑧0). En conséquence, le modèle d’évolution de la 

pression en fonction de l’altitude est plutôt bien vérifié (Q4) malgré 1- qui ne l’est absolument pas 
(Q2). 

3- D’une façon générale, le modèle sera considéré comme « acceptable » pour des altitudes < 𝑧𝑒 
malgré 1- qui n’est pas vérifiée.  

 

B - Asservissement et performance du pointage en azimut du télescope 
 

QB-1 

𝑈𝑚(𝑝) = 𝑅𝐼𝑚(𝑝) + 𝐾𝑒Ω𝑚(𝑝)

𝐶𝑚(𝑝) = 𝐾𝑐𝐼𝑚(𝑝)
 

 

QB-2  𝐶𝑚(𝑝) =
𝐾𝑐

𝑅
𝑈𝑚(𝑝) −

𝐾𝑐𝐾𝑒

𝑅
Ω𝑚(𝑝) 

 

QB-3 {
𝐼𝑛𝑝

2𝜃𝑛(𝑝) = 𝐶𝑚(𝑝)

𝐼𝑝𝑝
2𝜃𝑝(𝑝) = −𝐶𝑚(𝑝) − 𝑘𝑐𝑑𝑣𝜃𝑝(𝑝)
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QB-4 cf. DR1 

De QB-2 : 𝐶𝑚(𝑝) = 𝐾𝑚(𝑈𝑚(𝑝) − 𝐾𝑒Ω𝑚(𝑝)) et 𝐶𝑚(𝑝) = 𝑁(𝑝)(𝑈𝑚(𝑝) − 𝑀(𝑝)Ω𝑚(𝑝)) 

De QB-3 : {
𝐼𝑛𝑝

2𝜃𝑛(𝑝) = 𝐶𝑚(𝑝)

𝐼𝑝𝑝
2𝜃𝑝(𝑝) = −𝐶𝑚(𝑝) − 𝑘𝑐𝑑𝑣𝜃𝑝(𝑝)

⟹ {

𝜃𝑛(𝑝)

𝐶𝑚(𝑝)
=

1

𝐼𝑛𝑝2

𝜃𝑝(𝑝)

𝐶𝑚(𝑝)
= −

1

𝐼𝑝𝑝2+𝑘𝑐𝑑𝑣

 

Soit : 𝐹(𝑝) = −
1

𝐼𝑝𝑝2+𝑘𝑐𝑑𝑣
, 𝐼(𝑝) =

1

𝐼𝑛𝑝2
, 𝑀(𝑝) = 𝐾𝑒 , 𝑁(𝑝) = 𝐾𝑚 

 
 
QB-5 cf. DR1 

𝐺(𝑝) =
(𝐼𝑛+𝐼𝑝)𝑝

2+𝑘𝑐𝑑𝑣

𝐼𝑝𝑝2+𝑘𝑐𝑑𝑣
, 𝐻(𝑝) = 𝑞𝐶𝑣(𝑝) + 𝐾𝑒 et 𝑄(𝑝) = 𝐼𝑛𝑝

2 

 
 

QB-6 𝐹𝑇𝐵𝑂𝜃(𝑝) =
𝐾𝑚𝐶𝑐(𝑝)𝐶𝑣(𝑝)𝐶𝜃(𝑝)

𝐼𝑛𝑝2(1+𝐾𝑚𝐶𝑐(𝑝)𝐶𝑣(𝑝))+𝑝𝐺(𝑝)𝐾𝑚(𝑞𝐶𝑣(𝑝)+𝐾𝑒)
 

 

QB-7 𝐹𝑇𝐵𝑂𝜃(𝑝) =
𝐶𝜃(𝑝)

𝐼𝑛𝑝
2  

QB-8 𝐹𝑇𝐵𝑂𝜃(𝑝) =
𝐾𝜃

𝐼𝑛𝑝
2

1+𝑎𝜏𝑝

1+𝜏𝑝
=

𝜔2
2

𝑝2

1+
𝑝

𝜔1

1+
𝑝
𝜔3

 𝑒𝑡 𝜔1 < 𝜔2 < 𝜔3 avec 

𝜔1 =
1

𝑎𝜏

𝜔2 = √
𝐾𝜃

𝐼𝑛

𝜔3 =
1

𝜏

 et 𝑎 > 1 
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QB-10 cf. DR2 

 

QB-11 𝐺(𝑝) =
(𝐼𝑛+𝐼𝑝)𝑝

2+𝑘𝑐𝑑𝑣

𝐼𝑝𝑝2+𝑘𝑐𝑑𝑣
=

1+
𝐼𝑛+𝐼𝑝
𝑘𝑐𝑑𝑣

𝑝2

1+
𝐼𝑝
𝑘𝑐𝑑𝑣

𝑝2
= 𝐺(0)

1+
𝑝2

𝜔𝑧
2

1+
𝑝2

𝜔𝑝
2

 avec 𝜔𝑝 = √
𝑘𝑐𝑑𝑣

𝐼𝑝
, 𝜔𝑧 = √

𝑘𝑐𝑑𝑣

𝐼𝑛+𝐼𝑝
 et 𝐺(0) = 1 avec 

𝜔𝑝 > 𝜔𝑧 

 

QB-12 𝐺(𝑗𝜔) =
1−(

𝜔
𝜔𝑧
)
2

1−(
𝜔
𝜔𝑝
)
2 ⟹

{
 
 
 

 
 
 
𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒 ∶  |

1−(
𝜔
𝜔𝑧
)
2

1−(
𝜔
𝜔𝑝
)
2| 

𝐴𝑟𝑔𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡 ∶  {

𝜔 < 𝜔𝑧   ∶  𝐴𝑟𝑔(𝐺(𝑗𝜔)) = 0

𝜔𝑧 ≥ 𝜔 ≥ 𝜔𝑝 ∶  𝐴𝑟𝑔(𝐺(𝑗𝜔)) = +𝜋

𝜔 > 𝜔𝑝   ∶  𝐴𝑟𝑔(𝐺(𝑗𝜔)) = 0
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QB-13  cf. DR3. 
Le pôle de la chaîne de vol introduit un « trou » de commandabilité. 

 
 
QB-14  Il doit laisser le point critique à sa gauche. 
 

QB-15 cf. DR4 pour les données numériques et les références. 

La marge de gain est la longueur 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  normalisée à 1 par la longueur 𝑂𝐵̅̅ ̅̅  soit 
𝐿−𝑙

𝐿
= 1 −

𝑙

𝐿
 ⟹ 

20 log10 (1 −
𝑙

𝐿
)~ − 𝟎. 𝟔𝟓 𝒅𝑩. 

La marge de phase est l’angle noté 𝜑 qui est faible, en conséquence on peut confondre l’arc à l’angle 

⟹𝜑~
𝑙

𝐿
=

0.98

13.56
~𝟒° 

Les marges sont très insuffisantes. 
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QB-16 Question de synthèse.  

Contrairement au cas précédemment étudié, montrer que la mise en place d’un correcteur ne permet 
pas d’augmenter la bande passante, quelle est sa limite et donner sa borne supérieure. 

 
C – Instrumentation photométrique et bolomètres 
 
QC-1 𝑑𝑊 = 𝐶𝑡ℎ(𝑇)𝑑𝑇 = 𝑑𝑊𝑎𝑏𝑠 + 𝑑𝑊𝑗 − 𝑑𝑊𝑓 

En divisant par 𝑑𝑡 afin de faire apparaitre la puissance : 

𝑃 =
𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 𝐶𝑡ℎ(𝑇)

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=
𝑑𝑊𝑎𝑏𝑠

𝑑𝑡
+
𝑑𝑊𝑗
𝑑𝑡

−
𝑑𝑊𝑓
𝑑𝑡

 

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑃𝑎𝑏𝑠 + 𝑃𝑗(𝑖, 𝑇) − 𝑃𝑓(𝑇) 

 
QC-2 A partir du schéma de la figure 8 a), calculer l’expression des éléments 𝑟𝑡ℎ et 𝑣𝑡ℎ du modèle 

équivalent représenté en b). 
 

QC-3 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝑣𝑡ℎ − (𝑟𝑡ℎ + 𝑅(𝑖, 𝑇))𝑖 

 
 

QC-4 𝑃𝑗(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) = 𝑃𝑓(𝑇𝑛) ⟺ 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)𝑖𝑛
2 = 𝐾(𝑇𝑛

𝑁 − 𝑇0
𝑁) ⇒ 𝑖𝑛 = √

𝐾(𝑇𝑛
𝑁−𝑇0

𝑁)

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)
 

 

QC-5 𝑣𝑡ℎ − (𝑟𝑡ℎ + 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛))𝑖𝑛 = 0 

 

QC-6 𝑅(𝑖, 𝑇) = 𝑅(𝑖𝑛 + 𝑖̃, 𝑇𝑛 + �̃�) = 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝑖̃
𝜕𝑅(𝑖,𝑇)

𝜕𝑖
| 𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

+ �̃�
𝜕𝑅(𝑖,𝑇)

𝜕𝑇
| 𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

 

⇔   𝛼 =
𝑇𝑛

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝜕𝑅(𝑖,𝑇)

𝜕𝑇
| 𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

 et 𝛽 =
𝑖𝑛

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝜕𝑅(𝑖,𝑇)

𝜕𝑖
| 𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

 

 
QC-7 Afin d’avoir une résistance dynamique maximum, il faut polariser le thermomètre au point 

d’inflexion de la fonction 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) = 𝑓(𝑇𝑛), soit 𝑇𝑛 = 0.52 𝐾 ⟹ 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) = 0.125 Ω et 
𝜕𝑅(𝑖,𝑇)

𝜕𝑇
| 𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

=

7.5547 × 10−4 𝑚Ω ∙ 𝐾−1. 

Donc :     𝛼 =
𝑇𝑛

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝜕𝑅(𝑖,𝑇)

𝜕𝑇
| 𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

=
0.52

0.125
7.55 × 10−4 = 3.14 × 10−6 Faux plutôt 41 

La polarisation permet d’une part, de placer le point de fonctionnement du thermomètre dans une zone 
linéaire de sa caractéristique, d’autre part, de disposer d’un gain dynamique élevé. 

 

QC-8 𝐿
𝑑�̃�

𝑑𝑡
= 𝑣𝑡ℎ − (𝑟𝑡ℎ + 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝛽

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝑖𝑛
𝑖̃ + 𝛼

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝑇𝑛
�̃�) (𝑖𝑛 + 𝑖̃) 

𝐿
𝑑𝑖̃

𝑑𝑡
= 𝑣𝑡ℎ − (𝑟𝑡ℎ + 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛))𝑖𝑛⏟                

=0

− 𝛽𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)𝑖̃ − 𝑖𝑛𝛼
𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝑇𝑛
�̃� − (𝑟𝑡ℎ +𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛))𝑖 ̃

⇒  𝐿
𝑑�̃�

𝑑𝑡
= −(𝛽𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝑟𝑡ℎ)𝑖̃ − 𝑖𝑛𝛼

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝑇𝑛
�̃� 

 
 

QC-9 𝐶𝑡ℎ(𝑇)
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑃𝑎𝑏𝑠 + 𝑃𝑗(𝑖, 𝑇) − 𝑃𝑓(𝑇) ⇔

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=

𝑃𝑎𝑏𝑠+𝑃𝑗(𝑖,𝑇)−𝑃𝑓(𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
 avec 𝑃𝑓(𝑇) = 𝐾(𝑇

𝑁 − 𝑇0
𝑁) et 

𝑃𝑗(𝑖, 𝑇) = 𝑅(𝑖, 𝑇)𝑖
2 

 
QC-10 Pour de petites variations autour du point de fonctionnement (𝑖𝑛, 𝑇𝑛), nous avons le modèle 

dynamique suivant à l’ordre un en posant (𝑖, 𝑇) = (𝑖𝑛 + 𝑖̃, 𝑇𝑛 + �̃�) : 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
=
𝑃𝑎𝑏𝑠 + 𝑃𝑗(𝑖, 𝑇) − 𝑃𝑓(𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
=
𝑃𝑎𝑏𝑠 + 𝑅(𝑖, 𝑇)𝑖

2 −𝐾(𝑇𝑁 − 𝑇0
𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
 

Développons l’expression à droite de l’égalité en série de Taylor en se limitant à l’ordre un : 
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𝑑�̃�

𝑑𝑡
=
𝑃𝑎𝑏𝑠 + 𝑅(𝑖𝑛 + 𝑖̃, 𝑇𝑛 + �̃�)(𝑖𝑛 + 𝑖̃)

2 − 𝐾 ((𝑇𝑛 + �̃�)
𝑁
− 𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛 + �̃�)
 

 

QC-11 
𝑑�̃�

𝑑𝑡
= −

𝐾(𝑇𝑛
𝑁−𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
+
𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
𝑖𝑛
2

⏟              
=0

+ (
𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
+ 𝑖̃

𝜕

𝜕𝑖
(
𝑅(𝑖,𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

+ �̃�
𝜕

𝜕𝑇
(
𝑅(𝑖,𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

)(𝑖𝑛 + 𝑖̃)
2 −

(
𝐾(𝑇𝑛

𝑁−𝑇0
𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
+ �̃�

𝜕

𝜕𝑇
(
𝐾(𝑇𝑁−𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

) 

Notons que le premier terme de cette équation correspond au point de fonctionnement avec 𝑃𝑎𝑏𝑠 = 0.  
𝑑�̃�

𝑑𝑡
=
𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
𝑖𝑛
2 −

𝐾(𝑇𝑛
𝑁 − 𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)⏟                
=0

+ 𝑖̃𝑖𝑛
2
𝜕

𝜕𝑖
(
𝑅(𝑖, 𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

+ �̃�𝑖𝑛
2
𝜕

𝜕𝑇
(
𝑅(𝑖, 𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|

𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

+ 2𝑖𝑛𝑖̃
𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)

− �̃�
𝜕

𝜕𝑇
(
𝐾(𝑇𝑁 − 𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|

𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

 

𝑑�̃�

𝑑𝑡
= 𝑖̃ (𝑖𝑛

2
𝜕

𝜕𝑖
(
𝑅(𝑖, 𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

+ 2𝑖𝑛
𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
)+ �̃� (𝑖𝑛

2
𝜕

𝜕𝑇
(
𝑅(𝑖, 𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|

𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

−
𝜕

𝜕𝑇
(
𝐾(𝑇𝑁 − 𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|

𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

) 

Notons que la capacité thermique 𝐶𝑡ℎ(𝑇) est indépendante du courant 𝑖, ce qui permet de démontrer le 

résultat proposé. 
 

QC-12  

{
 
 

 
 
𝑑�̃�

𝑑𝑡
= −(𝛽𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝑟𝑡ℎ)𝑖̃ − 𝑖𝑛𝛼

𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝑇𝑛
�̃�

𝐿
𝑑�̃�

𝑑𝑡
= 𝑖̃ (𝑖𝑛

2 𝜕

𝜕𝑖
(
𝑅(𝑖,𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

+ 2𝑖𝑛
𝑅(𝑖𝑛,𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
)+ �̃� (𝑖𝑛

2 𝜕

𝜕𝑇
(
𝑅(𝑖,𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

−
𝜕

𝜕𝑇
(
𝐾(𝑇𝑁−𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

)
 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝑖̃

�̃�
] =

[
 
 
 
 
 −
1

𝐿
(𝛽𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛) + 𝑟𝑡ℎ) −𝑖𝑛

𝛼

𝐿

𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝑇𝑛
|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

𝑖𝑛
𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
𝛽 + 2𝑖𝑛

𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
−𝑖𝑛

2
𝜕

𝜕𝑇
(
𝑅(𝑖, 𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

+
𝜕

𝜕𝑇
(
𝐾(𝑇𝑁 − 𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛]

 
 
 
 
 

[
𝑖̃

�̃�
] 

𝟏

𝝉𝒆𝒍
=
1

𝐿
(𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)(1 + 𝛽) + 𝑟𝑡ℎ)

𝟏

𝝉𝒆𝒇𝒇
= 𝑖𝑛

2
𝜕

𝜕𝑇
(
𝑅(𝑖, 𝑇)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|

𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

−
𝜕

𝜕𝑇
(
𝐾(𝑇𝑁 − 𝑇0

𝑁)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
)|

𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

𝑨 =
𝑖𝑛
𝐿

𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝑇𝑛
|
𝑖=𝑖𝑛
𝑇=𝑇𝑛

𝛼

𝑩 = 𝑖𝑛
𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇)
𝛽 + 2𝑖𝑛

𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
= 𝑖𝑛

𝑅(𝑖𝑛, 𝑇𝑛)

𝐶𝑡ℎ(𝑇𝑛)
(2 + 𝛽)

 

[
1

𝜏𝑒𝑙
] = [

1

𝜏𝑒𝑓𝑓
] = 𝑠−1, [𝐴] = 𝐴 ∙ 𝐾−1 ∙ 𝑠−1, [𝐵] = 𝐴−1 ∙ 𝐾 ∙ 𝑠−1 

 
QC-13 Les pôles sont les valeurs propres de la matrice 𝑀, soit : 

𝑀 =

[
 
 
 
 −

1

𝜏𝑒𝑙
−𝐴

𝐵
1

𝜏𝑒𝑓𝑓]
 
 
 
 

⇒ 𝑑𝑒𝑡(𝑀 − 𝜆𝐼) = 0 ⟺ 𝑑𝑒𝑡

(

 
 

[
 
 
 
 −

1

𝜏𝑒𝑙
− 𝜆 −𝐴

𝐵
1

𝜏𝑒𝑓𝑓
− 𝜆

]
 
 
 
 

)

 
 
= 0 

Avec 𝐴𝐵 =
1

𝜏𝑒𝑙𝑡ℎ
2  ⟹   −(

1

𝜏𝑒𝑙
+ 𝜆) (

1

𝜏𝑒𝑓𝑓
− 𝜆) +

1

𝜏𝑒𝑙𝑡ℎ
2 = 0 ⇔ 𝜆2+ 𝜆 (

1

𝜏𝑒𝑙
−

1

𝜏𝑒𝑓𝑓
) +

1

𝜏𝑒𝑙𝑡ℎ
2 −

1

𝜏𝑒𝑙𝜏𝑒𝑓𝑓
= 0 

Soit le couple de solutions : 
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{
 
 

 
 
𝜆1 =

1

2
(
1

𝜏𝑒𝑓𝑓
−
1

𝜏𝑒𝑙
) +

1

2
√(

1

𝜏𝑒𝑙
+

1

𝜏𝑒𝑓𝑓
)

2

−
4

𝜏𝑒𝑙𝑡ℎ
2

𝜆2 =
1

2
(
1

𝜏𝑒𝑓𝑓
−
1

𝜏𝑒𝑙
) −

1

2
√(

1

𝜏𝑒𝑙
+

1

𝜏𝑒𝑓𝑓
)

2

−
4

𝜏𝑒𝑙𝑡ℎ
2

 

 

QC-14 𝜔𝑒𝑙 =
1

𝜏𝑒𝑙
> 𝜔𝑒𝑓𝑓 =

1

𝜏𝑒𝑓𝑓
 ⟺ 𝑓𝑒𝑙 =

1

2𝜋𝜏𝑒𝑙
> 𝑓𝑒𝑓𝑓 =

1

2𝜋𝜏𝑒𝑓𝑓
 

La bande passante du modèle thermique doit être inférieure à la bande passante du modèle l’électrique. 
Ce qui, a priori, semble aisément réalisable. 

 

QC-15  𝑢𝑘 = 𝑢𝑘−1 + 𝑝𝑎𝑠 (𝑀𝑢𝑘−1 + 𝑏𝑃𝑎𝑏𝑠(𝑘 − 1)) 

 

QC-16  Afin d’assurer la stabilité du schéma numérique proposé à la question QC-15, les valeurs 
propres de la matrice (𝕀𝑛 + 𝑝𝑎𝑠𝑀) doivent être de module ≤ 1. 

 
QC-17  cf. DR5 
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D - Mesure du fond diffus cosmologique 
 
 
QD-1 Calculons d’abord 𝐼𝑥 = 〈|𝐸𝑥(𝑡)|

2〉 et 𝐼𝑦 = 〈|𝐸𝑦(𝑡)|
2〉 

 𝐼𝑥 = 〈|𝐸𝑥(𝑡)|
2〉 = 𝐴𝑥

2 〈𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡)〉 =
𝐴𝑥
2

2
  et  𝐼𝑦 = 〈|𝐸𝑦(𝑡)|

2〉 = 𝐴𝑦
2 〈𝑐𝑜𝑠2(𝜔𝑡 + 𝜙)〉 =

𝐴𝑦
2

2
 

⇒   𝐼 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦 =
𝐴𝑥
2

2
+
𝐴𝑦
2

2
  et  𝑄 = 𝐼𝑥 − 𝐼𝑦 =

𝐴𝑥
2

2
−
𝐴𝑦
2

2
   soit : {

𝐴𝑥
2 =  𝐼 + 𝑄

𝐴𝑦
2 =  𝐼 − 𝑄

 

 
QD-2 Exprimons 𝐸𝑥(𝑡) dans la base (0, 𝑥′, 𝑦′) soit 𝐸𝑥′(𝑡) : 

𝐸𝑥′(𝑡) = 𝐸𝑥(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

4
) + 𝐸𝑦(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
) =

1

√2
(𝐸𝑥(𝑡) + 𝐸𝑦(𝑡)) 

De la même façon :  𝐸𝑦′(𝑡) = 𝐸𝑥(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

4
) − 𝐸𝑦(𝑡)𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

4
) =

1

√2
(𝐸𝑥(𝑡) − 𝐸𝑦(𝑡)) 

⇒ 𝑈 =
1

2
〈(𝐸𝑥(𝑡) + 𝐸𝑦(𝑡))

2
〉 −

1

2
〈(𝐸𝑦(𝑡) − 𝐸𝑥(𝑡))

2
〉

=
1

2
(〈𝐸𝑥

2(𝑡)〉 + 〈𝐸𝑦
2(𝑡)〉 + 2〈𝐸𝑥(𝑡)𝐸𝑦(𝑡)〉 − 〈𝐸𝑥

2(𝑡)〉 + 〈𝐸𝑦
2(𝑡)〉 − 2〈𝐸𝑥(𝑡)𝐸𝑦(𝑡)〉)

= 2〈𝐸𝑥(𝑡)𝐸𝑦(𝑡)〉 

 Or 2〈𝐸𝑥(𝑡)𝐸𝑦(𝑡)〉 = 2𝐴𝑥𝐴𝑦〈𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 + 𝜙)〉 = 𝐴𝑥𝐴𝑦𝑐𝑜𝑠(𝜙) 

𝑈 = 𝐴𝑥𝐴𝑦𝑐𝑜𝑠(𝜙) 

 
QD-3 il faut exactement 3 mesures indépendantes. 
 

QD-4 𝒜 = [

1 𝑐𝑜𝑠2𝛼1 𝑠𝑖𝑛2𝛼1
… … …
1 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑛 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑛

] La dimension de cette matrice est (𝑛, 3) 

 
QD-5 𝑆𝑜𝑝𝑡 = (𝒜

𝑡𝒜)−1𝒜𝑡𝑀 

 

QD-6 𝜈 = 𝒜𝑡𝒜 = [

1 … 1
𝑐𝑜𝑠2𝛼1 … 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑛
𝑠𝑖𝑛2𝛼1 … 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑛

] [
1 𝑐𝑜𝑠2𝛼1 𝑠𝑖𝑛2𝛼1
… … …
1 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑛 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑛

] =

[

𝑛 ∑ 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑐𝑜𝑠22𝛼𝑖

𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑖

𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑠𝑖𝑛22𝛼𝑖

𝑛
𝑖=1

] 

 

QD-7 𝜈𝑜𝑝𝑡 = 𝒜
𝑡𝒜 = [

𝑛 0 0

0
𝑛−1

2
0

0 0
𝑛+1

2

] 

 

QD-8 𝑆𝑜𝑝𝑡 = (𝒜
𝑡𝒜)−1𝒜𝑡𝑀 = [

𝐼
�̃�

𝑈

] =

[
 
 
 
 
1

𝑛
0 0

0
2

𝑛−1
0

0 0
2

𝑛+1]
 
 
 
 

[

1 … 1
𝑐𝑜𝑠2𝛼1 … 𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑛
𝑠𝑖𝑛2𝛼1 … 𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑛

] [

𝑚1

…
𝑚𝑛

] =

[
 
 
 
 
1

𝑛
∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1

2

𝑛−1
∑ 𝑚𝑖𝑐𝑜𝑠2𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1

2

𝑛+1
∑ 𝑚𝑖𝑠𝑖𝑛2𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 ]

 
 
 
 

 

 
QD-9 Calculer la transformée de Fourier de l’équation [Eq. 7]. 
 
QD-10 Sans préjuger des conditions d’inversion, exprimer la solution recherchée 𝛷(𝜔). 
 
QD-11 Le comportement de la solution pour des pulsations très supérieures à la pulsation de coupure. 
Il faut limiter le support aux pulsations basses. 
 

QD-12 Φ̂(ω) = G(ω)(H(ω)Φ(ω) + B(ω)) 

Soit :  𝜎𝜀
2 = 𝔼[((G(ω)H(ω) − 1)Φ(ω) + G(ω)B(ω))((G(ω)H(ω) − 1)Φ(ω) + G(ω)B(ω))

∗
] 
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Donc : 𝑃(𝜔) = G(ω)H(ω) − 1 et 𝑄(𝜔) = G(ω) 
 
QD-13 𝜎𝜀

2 = 𝔼[𝑃(𝜔)𝑃(𝜔)∗𝛷(𝜔)𝛷(𝜔)∗ + 𝑃(𝜔)𝛷(𝜔)𝑄(𝜔)∗𝐵(𝜔)∗ + 𝑄(𝜔)𝐵(𝜔)𝑃(𝜔)∗𝛷(𝜔)∗ +
𝑄(𝜔)𝑄(𝜔)∗𝐵(𝜔)𝐵(𝜔)∗] 
 𝜎𝜀

2 = 𝑃(𝜔)𝑃(𝜔)∗𝔼[𝛷(𝜔)𝛷(𝜔)∗] + 𝑄(𝜔)𝑄(𝜔)∗𝔼[𝐵(𝜔)𝐵(𝜔)∗] 
Finalement :   𝜎𝜀

2 = (G(ω)H(ω)− 1 )(G(ω)H(ω) − 1 )∗𝓈𝜙(𝜔)+ 𝐺(𝜔)𝐺(𝜔)
∗𝓈𝑏(𝜔) 

 

QD-14 
𝜕𝜎𝜀

2

𝜕G(ω)
=

𝜕

𝜕G(ω)
{(G(ω)H(ω) − 1 )(G(ω)H(ω) − 1 )∗𝓈𝜙(𝜔) + 𝐺(𝜔)𝐺(𝜔)

∗𝓈𝑏(𝜔)} = 0 

 ⟺H(ω)(G(ω)𝑜𝑝𝑡H(ω) − 1 )
∗
𝓈𝜙(𝜔) + G(ω)𝑜𝑝𝑡

∗𝓈𝑏(𝜔) = 0 

 ⟺H(ω)(G(ω)𝑜𝑝𝑡
∗𝐻(𝜔)∗ − 1 )𝓈𝜙(𝜔) + G(ω)𝑜𝑝𝑡

∗𝓈𝑏(𝜔) = 0 

 ⟺ G(ω)𝑜𝑝𝑡
∗
(𝓈𝑏(𝜔) + H(ω)𝐻(𝜔)

∗𝓈𝜙(𝜔)) = H(ω)𝓈𝜙(𝜔) 

G(ω)𝑜𝑝𝑡
∗ (𝓈𝑏(𝜔)+ H(ω)𝐻(𝜔)

∗𝓈𝜙(𝜔)) = H(ω)𝓈𝜙(𝜔)⟹ G(ω)𝑜𝑝𝑡
∗ =

H(ω)𝓈𝜙(𝜔)

𝓈𝑏(𝜔)+ H(ω)𝐻(𝜔)∗𝓈𝜙(𝜔)
 

 

Soit :   G(ω)𝑜𝑝𝑡 =
𝐻(𝜔)∗𝓈𝜙(𝜔)

𝓈𝑏(𝜔)+H(ω)𝐻(𝜔)
∗𝓈𝜙(𝜔)

=
𝐻(𝜔)∗𝓈𝜙(𝜔)

𝓈𝑏(𝜔)+‖H(ω)‖
2𝓈𝜙(𝜔)
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