CORRECTION EXERCICE 1

PARTIE A

L.

a) L’équation différentielle s’écrit : 2'(¢) + 4kxz(t) = 0. C’est une équation
différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants homogene (se-
cond membre nulle). On sait que la solution générale en est :

tea(t) =Xe ™, AeER

2(0)=1=20)=1=X" <= =1
ainsi :
z(t) = e M
z(0) = 1

2.1 équation (2) s’écrit : y'(t) + 3ky(t) = dke ¥
La solution de I’équation homogene asociée est

t Yoem(t) = Ae™ AR

3. Recherchons une solution particuliere de I’équation avec second membre
sous la forme
t yy(t) = Be™™; BeR

On a alors :
VEER, yh(t) + 3ky,(t) = 4ke

Vt € R, —4Bke *' 4 3kBe " = ke ¥
Vt € R, —Bke ' =4fe ¥

Par identification, on obtient : B = —4. D’ou :
t yy(t) = —de
4. a) La solution générale de 'quation (2) est alors :
t = y(t) = Yasm (t) + (1)

soit
tsy(t) = Ae 3 — 4 A cR



b) La condition y(0) = 0 conduit & :
0=A-4<= A=4
Alinsi,
{ y(t) — 46_3kt o 46_4kt
y(0) = 0

PARTIE B
1. Iéquation (4) donne pour ¢t =0 :

V' (0) = —kv(0) + 2kz(0)
comme v(0) =0 et z2(0) = 0, on en déduit que
V' (0) =0

2.
a)

(4) <= 2kz(t) = V'(t) + kv(t) < z(t) = %[l/'(t) + kv(t)]

puisque k est non nul.
b) En dérivant ’expression précédente,

¢) L’équation (3) devient alors :

ik W7 () + b/ (8)] = —/(8) — k(t) + 12 (=3t — e= k)
c’est-a-dire

V() + 3k (t) + 2k7v(t) = 24k% (e M — ) ()

3. 4. 5.
e Commengcons par résoudre I’équation homogene asociée a I’équation (E}).
L’équation caractéristique est

r? 4+ 3kr +2k* =0



Son discriminant est A = 9k% — 8k? = k2. Elle admet deux racines rélles
ri = —k et ro = —2k car k et une constante positive.
La solution générale de I’équation homogene est donc :

t > Vgem(t) = Ce ™™ + De ¥, (C,D) e R?

e Cherchons maintenant une solution particuliere de ’équation (FE;) sous la
forme
t s vy (t) = e K 4 Be

ou « et [ sont des constantes réelles.
On doit donc avoir :

VtER, vy (t) + 3k (t) + 27y, (1) = 24k> (e — ™)
Vt e R, 9k2ae M 416k%Be= " —9k?ae™3F — 1212 fe~ M 42k ae3F -2k Be K
— 24k2(e—3kt o e—4kt)

VteR, 2k ekt 4 6k2Fe M = 24k2e73F — 24 )2

Par identification :
a=12 et f=-4

Ainsi,
t s vy(t) = 12e73k — 4=kt

e La solution générale de 1’équation (F;) est donc
t = v(t) = Vssm (1) + (1)
soit
tsv(t) = Ce ¥ 4 De 2t 1 12¢ 34 — 44, (C,D) € R?
6. Avec kK = 0,1 on obtient :
t s v(t) = Ce™ O 4 Dem 02 4 127038 — 4= 04, (C,D) € R?
Utilisons les conditions initiales

v(0)=0«<=C+D+8=0«<=C+D=-8



Dérivons la fonction v
V(t) = —0,1Ce " —0,2De %% — 3 6¢ %% 4+ 1, 6e ¥
V'(0)=0<= —0,1C—-0,2D—-2=0<= C +2D =-20
La résolution du systeme d’équations en C' et D conduit a
C=4 e D=-12

En définitive on obtient :

v(t) = 4e %1 — 12702t 4 12703t — 404
v(0) = 0
V'(0) = 0

PARTIE C
La dérivée de la fonction v est donnée pour tout ¢t > 0 par :

V(t) = —0,4e "M + 2, de 0% — 3 6¢ 0% + 1,6 04
V(t) =0,4e " [-1 + 6e 1 — 9e” % 4 47"

Posons X = e %! le crochet devient 4X? — 9X? + 6X — 1 qui admet une
racine évidente X = 1, donc

4X% —9X? 46X —1= (X —1)(4X? =5X +1)

Or, 4X? —5X +1 admet aussi 1 pour racine évidente, I’autre racine valant i
(voir formule donnant le produit des racines d’un polynome du second degré).

AXP ZOX2 46X —1= (X — 1) 4(X—1)(X—%) — (X~ 1)2(4X — 1)

0,

Finalement en remplacant X par e=%!, on obtient :

Vl(t) — 0, 4670,1t(4670,1t - 1)(670,1t o 1)2
La fonction exponentielle étant une fonction strictement postive, le signe de
V' (t) est celui de 4e~%'* — 1

1
4Ol 1> (0 = O > 1 <= t<10In4

Remarquons que la dérivée de la fonction v s’annule sans changer de signe
pout ¢ = 0 Enfin, compte tenu des exponentielles a exposants négatifs, la
fonction v tend vers 0 lorsque t tend vers 4o00.

On obtient alors le tableau de variation suivant :



t |0 10In4 +00
V' (t) + 0 -
0, 42
v(t) / \
0 0
061
051
04l
03]
021
011
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fi1G. 1 — graphique de la fonction v




